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C H A P T E R  1 

The t h e o r y  o f  f i l t e r i n g  c o n c e r n s  t h e  e s t i m a t i o n  o f  

an  u n d e r l y i n g  p h y s i c a l  p r o c e s s  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o f  i t  

w h i c h  may b e  c o r r u p t e d  b y  " n o i s e " .  The p h y s i c a l  p r o c e s s  

i s  c h a r a c t e r i z e d  a s  a  random p r o c e s s .  One e x a m p l e  o f  

s u c h  a  p r o c e s s  i s  t h e  t r a n s m i s s i o n  o f  a  s i g n a l .  D u r i n g  

t h e  t r a n s m i s s i o n  o f  a  s i g n a l  p r o c e s s  t h e  t r a n s m i s s i o n  

c h a n n e l  w i l l  p e r t u r b  t h e  s i g n a l  b y  i n t r o d u c i n g  an u n -  

w a n t e d  random p r o c e s s  ( n o i s e ) .  A t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  

r e c e i v e d  s i g n a l  i s  r e q u i r e d  t h a t  w i l l  r emove  a s  much o f  

t h e  n o i s e  a s  p o s s i b l e  i n  o r d e r  t h a t  a  b e t t e r  e s t i m a t e  o f  

t h e  i n f o r m a t i o n - b e a r i n g  s i g n a l  may b e  o b t a i n e d .  A n o t h e r  

e x a m p l e  i s  t h e  t r a c k i n g  o f  a  s p a c e  v e h i c l e  u s i n g  r a d a r  

o b s e r v a t i o n s  f r o m  t r a c k i n g  s t a t i o n s .  The c a l c u l a t e d  

t r a j e c t o r y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w i l l  b e  p e r t u r b e d  b y  

e f f e c t s  o f  t h e  p l a n e t s  whose g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t s  

c o u l d  n o t  be  c o n s i d e r e d  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  t r a -  

j e c t o r y .  The p o s i t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a t  a n y  g i v e n  

t i m e  m u s t  b e  e s t i m a t e d  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o f  i t  f r o m  t h e  

t r a c k i n g  s t a t i o n s .  

The mode l  o f  t h e  p h y s i c a l  p r o c e s s  i s  o f t e n  random 

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  c a s e  o f  a c o n t i n u o u s - t i m e  

process o r  a r andom d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i n  c a s e  o f  a 



discrete-time prccess, I n  c a s e  o f  a c e n t i n u o u s - t i m e  

model  t h e  p h y s i c a l  p r o c e s s  i s  assumed t o  e v o l v e  c o n t i n u -  

a l l y  w h i l e  i n  c a s e  o f  a  d i s c r e t e - t i m e  mode l  t h e  p h y s i c a l  

p r o c e s s  i s  assumed t o  e v o l v e  i n  d i s c r e t e  s t e p s  o f  t i m e .  

If t h e  random e q u a t i o n  i s  l i n e a r  i n  t e r m s  o f  t h e  s t a t e  

o f  t h e  p r o c e s s  t h e  mode l  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a l i n e a r  

m o d e l .  A f i l t e r i n g  p r o b l e m  w i t h  a  l i n e a r  mode l  i s  d e -  

f i n e d  a s  a  l i n e a r  f i l t e r i n g  p r o b l e m .  T h i s  d i s s e r t a t i o n  

i s  c o n c e r n e d  w i t h  d i s c r e t e - t i m e  l i n e a r  f i l t e r i n g  p r o b -  

l ems. 

S t a t e m e n t  o f  t h e  P r o b l e m  

A d i s c r e t e - t i m e  l i n e a r  s y s t e m  i s  d e f i n e d  b y  

w h e r e  x  a n d  u  a r e  r x l  v e c t o r s  and  @ i s  an  r x r  m a t r i x .  

The v e c t o r  x  d e f i n e s  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m .  I n  c a s e  

o f  t h e  t r a n s m i s s i o n  p r o b l e m  t h e  componen ts  o f  x  c o u l d  be  

t h e  f r e q u e n c y ,  a m p l i t u d e  and p h a s e  o f  t h e  s i g n a l .  F o r  

t h e  s p a c e  v e h i c l e  t r a c k i n g  p r o b l e m  t h e  f i r s t  t h r e e  com- 

p o n e n t s  o f  x  may be t h e  p o s i t i o n  c o o r d i n a t e s  and  t h e  n e x t  

t h r e e  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s .  The v e c t o r  u  i s  c a l l e d  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The i n i t i a l  s t a t e  x ( t O )  and  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  u a r e  assumed Lo b e  random 

v e c t o r s .  Thus  x(t,) hecomes a r a n d o m  v e c t o r .  



% t  i s  n o r m a l l y  assumed t h a t  

where c  i s  t h e  mean v e c t o r  of x ( t  ) ,  and P and Q i  a r e  
0 0 

t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  of x ( t  ) and u ( i )  r e s p e c t i v e l y .  
0 

I t  i s  a l s o  assumed t h a t  u i  i s  i ndependen t  of u f o r  a l l  
j '  

i # j .  

The fundamental  m a t r i x  @ i s  t h e  s t a t e  t r a n s f o r m a -  

t i o n  m a t r i x  and s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s .  

A s e t  of o b s e r v a t i o n s  l i n e a r  i n  components of t h e  

s t a t e  v e c t o r  of t h i s  system i s  d e f i n e d  by 

where y i s  a p x l  o b s e r v a t i o n  v e c t o r ,  v i s  a p x l  s b s e r v a -  

t i s n  e r r o r  v e c t o r ,  a n d  H i s  a p x r  m a t r i x  r e l a t i n g  t h e  



s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  t o  t h e  sbservatisns, The observation 

e r r o r  v i s  assumed t o  b e  a r andom v e c t o r .  The v e c t o r  

y ( n )  t h u s  becomes a  r a n d o m  v e c t o r ,  s i n c e  x ( t n )  a n d  v ( n )  

a r e  r a n d o m .  I t  i s  n o r m a l l y  assumed t h a t  

~ [ v ( i ) v '  ( j )  J = gi jRi 

w h e r e  g i j  i s  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a ,  a n d  Ri i s  t h e  c o v a r -  

i a n c e  m a t r i x  o f  v ( i ) .  I t  i s  a l s o  assumed t h a t  ui i s  

i n d e p e n d e n t  o f  v f o r  a l l  i a n d  j .  
j '  

The  p r o b l e m  i s  t o  e s t i m a t e  x ( t k ) ,  g i v e n  t h e  o b s e r -  

v a t i o n s  y ( l ) ,  y ( 2 ) ,  . . . ,  y ( n ) .  T h i s  e s t i m a t e  i s  d e n o t e d  
A 

b y  x ( t k / n ) .  S i n c e  t h e  v e c t o r  y ( n )  i s  t h e  o b s e r v a t i o n  o f  

t h e  s y s t e m  a t  t i m e  tn, y ( l ) ,  . . . ,  y ( n - 1 )  w i l l  be  r e f e r r e d  

t o  a s  p a s t  d a t a .  I f  i t  i s  d e s i r e d  t o  e s t i m a t e  x ( t n )  a t  

t h e  p r e s e n t  t i m e  tn, t h e  p r o b l e m  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a 

f i l t e r i n g  p r o b l e m .  I f  a t  t i m e  tn, i t  i s  r e q u i r e d  t o  

p r e d i c t  x ( t k )  f o r  some f u t u r e  t i m e  tk>tn, t h e  s i t u a t i o n  

i s  t e r m e d  a s  p r e d i c a t i o n .  I f  i t  i s  d e s i r e d  t o  e s t i m a t e  

x ( t k )  f o r  some t i m e  tk<tn, t h e  p r o b l e m  i s  c a l l e d  a  

s m o o t h i n g  p r o b l e m .  T h e s e  t h r e e  s i t u a t i o n s  c a n  b e  com- 

b i n e d  a n d  a l l  t h r e e  p r o b l e m s  r e f e r r e d  a s  " e s t i m a t i o n "  

p r s b l  ems [ I  83. 



L i n e a r ~ z a l i o n  o f  a Nqus:Linear_ Problem ---- ---- 

Generally i n  s p a c e  n a v i g a t i o n  t h e  s e t  o f  e q u a t i e n s  

d e s c r i b i n g  t h e  system and t h e  o b s e r v a t i o n s  a r e  non- 

l i n e a r .  Fol lowing i s  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  of t r a n s f o r m a -  

t i o n  of such a problem t o  a , l i n e a r  one .  Cons ide r  a non- 

l i n e a r  problem of t h e  form 

where x ,  u and v a r e  i n t e r p r e t e d  a s  b e f o r e  and z i s  t h e  

o b s e r v a t i o n  v e c t o r .  By expanding g and f  i n  a  T a y l o r  

s e r i e s  a b o u t  a  nominal x ( t n )  t h e  above problem i s  t r a n s -  

formed t o  

where 



The  t e r m s  o f  o r d e r  h i g h e r  t h a n  one  i n  t h e  e x p a n s i o n s  o f  

g  a n d  f h a v e  b e e n  i g n o r e d .  

S u r v e y  o f  P r e v i o u s  L i t e r a t u r e  

W i e n e r  [ 3 3 ]  a n d  K o l m o g o r o v  [ 2 1 ]  s o l v e d  t h e  p r o b l e m  

o f  p r o v i d i n g  t h e  e s t i m a t e  o f  a  r a n d o m  s i g n a l  p r o c e s s  o n  

t h e  b a s i s  o f  o b s e r v a t i o n  o f  i t  a d d i t i v e l y  c o r r u p t e d  by 

n o i s e .  T h i s  s o l u t i o n  was d e p e n d e n t  o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  

s t a t i o n a r i t y ,  e r g o d i c i t y ,  a n d  k n o w l e d g e  o f  t h e  e n t i r e  

p a s t  o f  t h e  o b s e r v e d  p r o c e s s .  The e n d  r e s u l t  was t h e  

s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  

e s t i m a t o r  a s  a  s o l u t i o n  o f  t h e  W i e n e r - H o p f  e q u a t i o n .  

W i e n e r  u s e d  s p e c t r a l  f a c t o r i z a t i o n  t o  d e t e r m i n e  t h e  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  f i l t e r  i n  t h e  f i n i t e -  

d i m e n s i o n a l  c a s e .  

K a l m a n  [ 1 8 ] ,  a n d  B u c y  a n d  K a l m a n  6 1 2 1  o b t a i n e d  a  

s o l u t i o n  a s  a n  a l g o r i t h m  t o  p r o d u c e  t h e  n u m e r i c a l  e s t i -  

m a t e  f r o m  n u m e r i c a l  o b s e r v a t i o n s ,  u n d e r  w e a k e r  assump-  

t i o n s  t h a n  t h o s e  o f  W i e n e r .  T h e y  r e l a x e d  t h e  a s s u m p t i o n  

o f  s t a t i o n a r i t y  a n d  t h e  n e c e s s i t y  o f  t h e  k n o w l e d g e  o f  

t h e  e n t i r e  p a s t  o f  t h e  o b s e r v e d  p r o c e s s .  T h i s  t h e o r y  i s  

known a s  K a l m a n - B u c y  f i l t e r i n g .  

S m i t h ,  S c h m i d t ,  a n d  MeGee [38]  were f i r s t  t o  r e c s g -  

n i z e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  d p y l y i n g  t h i s  t h e o r y  t o  s p a c e  



n a v i g a t i o n  a n d  t h e i r  w o r k  was  f i r s t  p u b l i s h e d  i n  b o o k  

f o r m  b y  B a t t i n  931,  B u c y ,  E n g l a r ,  a n d  Ka lman  [ 9 ] ,  a n d  

Ka lman  a n d  E n g l a r  [ Z Q ]  d e v e l o p e d  a n  a u t o m a t i c  s y n t h e s i s  

d i g i t a l  c o m p u t e r  p r o g r a m  f o r  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  e s t i m a t o r  

i n  t h e  K a l m a n - B u c y  f i l t e r .  

B a s s ,  Norum, a n d  S c h w a r t z  [ 2 ] ,  a n d  B u c y  [ 6 ]  o b -  

t a i n e d  r e s u l t s  i n  n o n - l i n e a r  f i l t e r i n g .  B r y s o n  a n d  

J o h a n s e n  [ 5 ]  a n d  B u c y  [ 8 ]  h a v e  d o n e  r e s e a r c h  i n t o  p r o -  

b l e m s  w i t h  c o r r e l a t e d  n o i s e .  B u c y  [ 7 ]  a n d  B u c y  a n d  

F o l l i n  [ l o ]  c o n s i d e r  f i n i t e - t i m e  f i l t e r i n g  p r o b l e m s .  

J o s e p h  [ I 7 1  h a s  d o n e  r e s e a r c h  i n t o  s u b - o p t i m a l  

f i l t e r i n g  u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  s u b s y s t e m  p a r t i t i o n i n g .  

M e d i t c h  [ 2 5 ]  c o n s i d e r s  s u b - o p t i m a l  f i l t e r i n g  f o r  c o n t i n -  

u o u s  d y n a m i c  p r o c e s s e s .  S t a r i c h  [ 3 1 ]  u s e d  t h e o r e t i c a l  

c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h e  e f f e c t s  o f  b o t h  d i a g o n a l  v a r i a n c e s  

a n d  o f f - d i a g o n a l  c o v a r i a n c e s  o f  s t a t e s  o n  t h e  e s t i m a t i o n  

p r o c e s s  t o  s t i p u l a t e  some s u b - o p t i m a l  c o n f i g u r a t i o n s .  

E r z b e r g e r  [ 1 6 ]  s t u d i e d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  K a l m a n -  

B u c y  f i l t e r i n g  t o  a i r c r a f t  n a v i g a t i o n .  S m i t h  [ 2 9 ] ,  a n d  

W ing  a n d  J o s e p h  [ 3 4 ]  s t u d i e d  t h e  e v o l u t i o n  a n d  e s t i m a t i o n  

o f  e r r o r  c o v a r i a n c e s .  R e c e n t l y  Ab ramson  [ I ]  a n d  

S h e l l e n b a r g e r  [ 2 8 ]  h a v e  c o n s i d e r e d  some i n f e r e n c e  p r o b -  

l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  l i n e a r  d y n a m i c  s y s t e m s .  

F o u r  e x i s t i n g  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  t h e  e s t i m a t i o n  

p r o b l e m  a r e  p r e s e n t e d  b e l o w .  The " " e s t i m a t i o n  p r o b l e m "  



w a s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f i r s t  section o f  t h i s  c h a p t e r .  T h e  

b a s i c  a s s u ~ g t i o n s  - fo r  t h i s  p r o b l e m  w e r e  l i s t e d  under 

e q u a t i o n s  ( 1 . 2 )  t o  ( 1 , 5 ) ,  ( 1 . 9 0 )  a n d  ( 1 . 1 1 ) .  

C113 

H e r e  i t  i s  assumed t h a t  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  

i s  n o n e x i s t e n t ;  t h i s  i s  t h e  same a s  a n n e x i n g  t h e  f o l l o w -  

i n g  e q u a t i o n  t o  t h e  b a s i c  a s s u m p t i o n s .  

U s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 . 6 )  t o  ( 1 . 8 ) ,  t h e  s t a t e  x ( t i )  c a n  b e  

w r i t t e n  a s  

x ( t i  1 = @ ( t i  , t , ) x ( t , ) .  

E q u a t i o n  ( 1 . 9 )  c a n  b e  now t r a n s f o r m e d  t o  

A t  t i m e  t,, y ( l ) ,  y ( 2 ) ,  . . . , y ( n )  w i l l  b e  t h e  a v a i l a b l e  

o b s e r v a t i o n s .  D e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  m a t r i x  n o t a t i o n s  



a n d  

U s i n g  t h e s e  n o t a t i o n s  a n d  e q u a t i o n  ( 1 . 2 3 ) ,  f o l l o w i n g  

m a t r i x  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d  

U s i n g  t h e  a s s u m p t i o n s  i n  e q u a t i o n s  ( 1  . l o )  t o  ( 1 . 1 1 ) ,  t h e  

l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  o f  x ( t k )  i s  t h e  q u a n t i t y  i ( t k / n )  

w h i c h  m i n i m i z e s  t h e  s c a l a r  q u a n t i t y  



T h e  r a n k  o f  B,9k m u s t  e q u a l  r f o r  t h i s  s o l u t i o n  t o  be 

u n i q u e .  Hence  a s u f f i c i e n t  number o f  i n d e p e n d e n t  o b s e r -  

v a t i o n s  m u s t  have  been made so t h a t  t h e  r a n k  o f  B 
n,k  

w i l l  

e q u a l  r .  

L e a s t  S q u a r e s  M e t h o d  B  [ 1 1 ]  

The a s s u m p t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 2 1 )  i s  r e l a x e d  u n d e r  

t h i s  m e t h o d .  The s t a t e  x ( t i )  c a n  be w r i t t e n  as  

Hence t h e  o b s e r v a t i o n s  y ( i )  become 

k - 1  
~ ( i )  = H ( i I { @ ( t i , t k ) x ( t k )  - j=i  1 m( t i , t j + ,  > u ( j ) )  + ~ ( 1 ) .  

( 1 . 3 1 )  

L e t  qn  and Bn,k b e  t h e  same a s  i n  e q u a t i o n s  ( 1 . 2 4 )  and  

( 1 . 2 5 )  r e s p e c t i v e l y ,  and l e t  



4 1 

The matrix e q u a t i o n  t h u s  o b t a i n e d  i s  

- I c " - B n , k X i L k )  + Y n  ( 1  - 3 3 )  

w h i c h  i s  o f  t h e  same f o r m  a s  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 2 7 ) .  Thus 

t h e  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t o r  o f  x ( t k )  i s  g i v e n  b y  

w h i c h  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  one o b t a i n e d  u n d e r  t h e  p r e v i o u s  

m e t h o d .  Thus t h e  p r e v i o u s  m e t h o d  c a n  b e  t r e a t e d  a s  a  

s p e c i a l  c a s e  o f  t h i s  m e t h o d .  S u f f i c i e n t  number o f  i n d e -  

p e n d e n t  o b s e r v a t i o n s  m u s t  have  been  made f o r  t h i s  e s t i -  

m a t o r  t o  be  u n i q u e .  

Maximum L i k e l i h o o d  M e t h o d  

Assume t h a t  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  i s  n o n -  

e x i s t e n t  a n d  t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  i s  G a u s s i a n .  The 

j o i n t  d e n s i t y  o f  v ( k )  i s  g i v e n  b y  

1 1 
p ( v ( k ) )  = 1 / 2  

e x p  { -  p ~ ( k ) ~ R , l v ( k ) }  
( 2 g ) P / 2 ~ R k ~  

w h e r e  R k  i s  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  v ( k ) .  Assuming  t h a t  

t h e  v ( k ) ' s  a r e  u n c o r r e l a t e d  as  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 1 1 ) ,  and  

u s i n g  y as  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 2 6 ) ,  t h e  j o i n t  d e n s i t y  n 
o f  y n  i s  g i v e n  by 



w h e r e  R N  i s  a b l o c k - d i a g o n a l  m a t r i x  c o n s i s t i n g  o f  R1, R 2 ,  

. . . ,  R n .  S i n c e  qn = B n 3 k x ( t k )  + Y,, 

( 1 . 3 7 )  

The maximum l i k e l i h o o d  t e c h n i q u e  s e l e c t s  t h e  q u a n t i t y  
A 

x ( t k / n )  w h i c h  max imuzes ~ ( ~ , ; x ( t ~ ) ) .  T h i s  q u a n t i t y  w i l l  

a l s o  m a x i m i z e  t h e  e x p o n e n t  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 3 7 ) .  Thus t h e  

maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  i s  g i v e n  b y  

Ka lman-Bucy  F i  1 t e r  [I 2 1  

T h i s  i s  e s s e n t i a l l y  a  B a y e s i a n  a p p r o a c h  t o  t h e  

p r o b l e m .  T o  s i m p l i f y  n o t a t i o n ,  t h e  t i m e  i n d e x  i s  u s e d  as  

a  s u b s c r i p t  i n s t e a d  o f  a s  an  a r g u m e n t  o f  t h e  d i f f e r e n t  

v e c t o r s  i n v o l v e d ,  U s i n g  s q u a r e d  e r r o r  l o s s  t h e  Bayes  

e s t i m a t o r  For  x k  g i v e n  t h e  o b s e r v a t i o n s  y l ,  y 2 '  . . . .  y k  

i s  g i v e n  by t h e  mean o f  t h e  p o s t e r i o r  d e n s i t y  



U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  i n d e p e n d e n c e  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  

( 1 . 4 ) ,  ( 1 . 5 ) ,  ( 1 . 1 0 )  and  ( 1 . 1 1 ) ,  e q u a t i o n  ( 1 . 3 9 )  may b e  

s i m p l i f i e d  a s  

S i n c e  yk  does  n o t  depend on Yk-l, if x k  i s  g i v e n  

P ( Y ~ / ~ ~ . ~ ~ - ~ )  = P ( Y ~ / ~ ~ ) .  ( 1  . 4 1 )  

U s i n g  e q u a t i o n  ( 1 . 4 1 ) ,  e q u a t i o n  ( 1 . 4 0 )  becomes 

U s i n g  c o n d i t i o n a l  - p r o b a b i l i t i e s  

~ ( x ~ , ~ ~ - ~ )  ' P ( ~ ~ / ~ ~ - ~ ) P ( ~ ~ . . ~ )  ( 1  4 3 )  

and 

P ( ~ ~ )  = P ( Y ~ / ~ ~ - ~ ) P ( ~ ~ - ~ )  9 

e q u a t i o n  ( 1 . 4 2 )  can  be  r e w r i t t e n  a s  



T h e  t h r e e  d e n s i t y  f u n c t i o n s  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  

e q u a t i o n  ( 1 - 4 5 )  a r e  a s s u m e d  t o  b e  known a g r i o r i .  

The  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  u k  a n d  t h e  o b s e r v a t i o n  

e r r o r  v k  a r e  assumed  t o  b e  G a u s s i a n .  T h u s  t h e  c o n d i -  

t i o n a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  p ( x k / Y k )  i s  o f  t h e  f o r m  

( 1 . 4 6 )  

w h e r e  

a n d  

D e f i n e  t h e  e s t i m a t i o n  e r r o r  b y  

I t  h a s  b e e n  shown b y  K a l m a n  [ I81 t h a t  

b e t  



a n d  

A 

Since x k  = + U k - l '  X k / k - l  can be obtained as 
@ k ,  k - l X k - 1  

A ,. - - 
' k / k - l  @ k , k - l X k - l / k - 1 '  

(1.56) 

Equation (1.54) can be rewritten as 

( 1  .58) 
- 

Since X k - l / k - l  is independent o f  uk-l. equation (1.58) 

simplifies to 

- Fk - T 
@ k , k - l P k - l @ k ,  k - 1  + 9 k - y  

(1.59) 

Now 

E [ Y ~ / ~ ~ ~  = H k x k  ( 1  .60) 

and 



- 
= E [ ( H k x k / k - l  + v k )  (Hkik/k-l 

( 1 . 6 3 )  
- 

S i n c e  xkIk-' i s  i n d e p e n d e n t  o f  v k ,  e q u a t i o n  ( 1 . 6 3 )  r e -  

d u c e s  t o  

U s i n g  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  ( 1 . 4 5 )  c a n  now be r e -  

w r i t t e n  a s  

E q u a t i o n  ( 1 . 6 5 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  t o  t h e  same f o r m  a s  

e q u a t i o n  ( 1  . 4 6 ) ,  and  u p o n  c o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o ,  t h e  f o l -  

l o w i n g  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d .  



E q u a t i o n s  ( 1 , 5 6 ) ,  ( 1 , 5 9 ) ,  ( 1 , 6 6 1 ,  a n d  ( 1 , 6 7 )  a r e  known a s  

t h e  Kalman-Bucy f i l t e r  ( o r  Kalman  f i l t e r ) .  Po s t a r t  t h e  

e s t i m a t i o n  p r o c e s s  t h e  v a l u e s  x o  and P o  a r e  assumed known 

a  p r i o r i .  The s o l u t i o n  f o r  t h e  p r e d i c t i o n  problem i s  

g iven  by 

whereas f o r  t h e  smoothing problem 

Discuss ion  of t h e s e  Methods 

Of t h e  f o u r  methods p r e s e n t e d  above f o r  t h e  s o l u -  

t i o n  of t h e  l i n e a r  f i l t e r i n g  problem, t h e  Kalman f i l t e r  

i s  u s u a l l y  t h e  b e s t  one .  The l e a s t  s q u a r e s  method does  

n o t  weigh t h e  o b s e r v a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e i r  r e l a t i v e  

a c c u r a c y ,  b u t  t r e a t s  them e q u a l l y .  The maximum l i k e l i -  

hood method i g n o r e s  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  S i n c e  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  g e t s  propagated  i n t o  t h e  

sys tem wi th  t h e  passage  of t i m e ,  i t  may s e r i o u s l y  i m p a i r  

t h e  per formance  of  t h e  maximum l i k e l i h o o d  method. Hence 

t h e  l e a s t  s q u a r e s  and t h e  maximum l i k e l i h o o d  methods a r e  

u s u a l l y  i n f e r i o r  t o  t h e  Kalman f i l t e r .  

A f  though Kalman [ I81  j u s t i f i e s  t h e  assumpt ion  of  

G a u s s i a n  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r ,  t h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  

d s s u m p t i s n  i s  seen i n  t h e  s l r t ~ p l i f i c a t i o n  o f  t h e  



m a t h e ~ n a t i c a l  m a n i p u l a t i o n  o f  density f u n c t i o n s .  I f  a 

r e a l  p h y s i c a l  process can be exactly described by a 

linear system, the justification of Gaussian noise is 

reasonable. However, if the linear system is more of an 

approximation to a real physical process it is possible 

that the state disturbance error will not be Gaussian. 

For example, if a non-linear system was the exact repre- 

sentation of the real physical process, then the linear 

system under consideration has been obtained by linear- 

ization as discussed in an earlier section. The state 

disturbance error then consists of the random error as 

well as the higher order terms which were ignored. In 

this case there is no physical or logical justification 

for assuming this error to be Gaussian. 

This dissertation relaxes the assumption of any 

form of distribution for the state disturbance error. A 

filter is developed which does not depend on the form of 

the distribution. The observation error is assumed to 

be Gaussian as in the Kalman filter. This may be justi- 

fied by recognizing that the observation error is caused 

by an accumulation of microscopic errors introduced by 

different components o f  the instruments used for observa- 

tion. By t h e  Central Limit Theorem, the observation 

error w i l l  t e n d  to be distributed normally, 



s e  dnd 

En C h a p t e r  I 1  a smooth e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  

w i l l  be developed f o r  t h e  mean of a  m u l t i v a r i a t e  normal 

d i s t r i b u t i o n .  The e s t i m a t e s  o b t a i n e d  by us ing  t h i s  e s t i -  

mator  w i l l  Be compared a g a i n s t  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t e s ,  by us ing  Monte C a r l o  s i m u l a t i o n .  Average 

squa red  e r r o r  of t h e  e x t i m a t e s  w i l l  be used a s  t h e  mea- 

s u r e  of per formance  of t h e  c o r r e s p o n d i n g  e s t i m a t o r .  In 

Chap te r  111 t h i s  smooth e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  w i l l  

be used t o  e s t i m a t e  t h e  s t a t e  v e c t o r  of t h e  l i n e a r  system 

w i t h  l i n e a r  o b s e r v a t i o n s .  The per formance  of t h i s  em- 

p i r i c a l  Bayes f i l t e r  w i l l  be compared wi th  t h e  perform- 

ance  of t h e  L e a s t  Squares  f i l t e r  and t h e  performance o f  

t h e  Kalman f i l t e r ,  by u s i n g  Monte C a r l o  s i m u l a t i o n .  Con- 

c l u s i o n s  w i l l  be summarized i n  Chap te r  IV abou t  t h e  p r o p -  

e r t i e s  and l i m i t a t i o n s  of t h e  smooth e m p i r i c a l  Bayes 

e s t i m a t o r  and a r e a s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  w i l l  be d i s c u s s e d .  



C H A P T E R  E E  

W SMOOTH E M P I R I C A L  B A Y E S  E S T I M A T O R  F 3 R  THE M E A N  

OF A MULTIVARIATE N O R M A L  DISTRIBUTION 

I n  t h i s  c h a p t e r  a  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  e s t i m a t o r  

w i l l  b e  o b t a i n e d  f o r  t h e  mean o f  a  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  

r a n d o m  p r o c e s s .  T h i s  e s t i m a t o r  w i l l  t h e n  b e  u s e d  i n  

C h a p t e r  I11 t o  s o l v e  t h e  e s t i m a t i o n  p r o b l e m  d i s c u s s e d  i n  

C h a p t e r  I. 

L e t  x  b e  a  r a n d o m  p - v e c t o r  w h i c h  i s  n o r m a l l y  d i s -  

t r i b u t e d  w i t h  unknown  mean v e c t o r  e a n d  known c o v a r i a n c e  

m a t r i x  R .  L e t  e h a v e  a n  u n k n o w n  a n d  u n s p e c i f i e d  d e n s i t y  

f u n c t i o n  g ( e )  w h i c h  i s  t i m e - i n v a r i a n t .  T h i s  d e n s i t y  

f u n c t i o n  i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  p r i o r  d e n s i t y .  

C o n s i d e r  t h a t  a t  t i m e  n ,  n a t u r e  c h o o s e s  a  v a l u e  e n  a c -  

c o r d i n g  t o  g ( 6 )  a n d  u s i n g  t h i s  v a l u e  a s  t h e  mean o f  t h e  

n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e n  c h o o s e s  t h e  v e c t o r  x n  a c c o r d i n g  

t o  f ( x l e n , R ) .  C o n s i d e r  xl, . * - ,  x n  t o  b e  s e q u e n c e  o f  

s u c h  v e c t o r s  o v e r  t i m e .  T h u s  xl i s  d i s t r i b u t e d  n o r m a l l y  

w i t h  mean el, x 2  i s  d i s t r i b u t e d  n o r m a l l y  w i t h  mean e 2 ,  

e t c .  U s i n g  a  s q u a r e d  e r r o r  l o s s  f u n c t i o n ,  t h e  B a y e s  

e s t i m a t o r  f o r  en  i s  g i v e n  b y  E [ e l x n ]  w h i c h  c a n  b e  e x -  

p r e s s e d  a s  



The i n t e g r a t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 )  i s  c a r r i e d  o u t  over  t h e  

e n t i r e  r a n g e  s f  e ,  S i n c e  g ( a j  i s  a s s u m e d  t o  b e  unknown,  

a  m e t h o d  t o  e s t i m a t e  g ( e )  i s  d e s i r e d .  

C a c o u l l o s  9131  c o n s i d e r e d  a  c l a s s  o f  e s t i m a t e s  

g n ( e )  o f  g ( e )  o f  t h e  f o r m  
-. 

1 
n  e - e i  

s,(e) = p 
n h  ( n )  i = 1  

w h e r e  K ( y )  i s  a  k e r n e l  w h i c h  i s  c h o s e n  t o  s a t i s f y  s u i t -  

a b l e  c o n d i t i o n s  a n d  h ( n )  i s  a  s e q u e n c e  o f  p o s i t i v e  c o n -  

s t a n t s  w h i c h  s a t i s f y  

l i m  h ( n )  = 0 .  

n-tm 

He showed t h a t  t h i s  c l a s s  o f  d e n s i t y  e s t i m a t o r s  i s  asymp-  

t o t i c a l l y  u n b i a s e d  a n d  c o n s i s t e n t  i n  q u a d r a t i c  mean i f  

t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d .  



The ke rne l  

and t h e  c o n s t a n t  

s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  i n  e q u a t i o n s  ( 2 . 3 )  t o  ( 2 . 9 ) .  Usu- 

a l l y  t h e  argument y  of t h e  ke rne l  may have components 

w i t h  d i f f e r e n t  u n i t s .  In t h i s  c a s e  a  d i f f e r e n t  t y p e  of  

k e r n e l  can  be d e f i n e d  such t h a t  i t  w i l l  a l l o w  each e l e -  

ment o f  t h e  d i f f e r e n c e  v e c t o r  t o  be d i v i d e d  by a  d i f f e r -  

e n t  h i n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 ) .  The c o n s t a n t  h f o r  t h e  j - t h  
j 

e l emen t  a s  d e f i n e d  below was sugges ted  by Benne t t  [ 4 ]  f o r  

a  u n i v a r i a t e  c a s e .  

h j  = n { ~ t d .  Dev. ( e i j ) } .  

The d e n s i t y  f u n c t i o n  g ( e )  can then  be e s t i m a t e d  by g n ( e ) ,  

where 

p r o v i d e d  o l ,  . , , ,  a n  a r e  known e x a c t l y .  



2 3 

R e p l a c i n g  g ( e )  by g , ( e )  e q u a t i o n  (2.1) becomes 

S i n c e  t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n  f ( x n l e )  i s  g i v e n  b y  

1 1 T -1 
f ( x n l e )  = 1 1 2  e x p  { -  ?- ( x n  - 6 )  R ( x n - e l } ,  

( 2 n ) P 1 2 1 ~ ~  

( 2 . 1 3 )  

f ( x n l e ) g n ( e )  c a n  be  w r i t t e n  a s  

1 
n  

1 T 
f ( x n l @ ) g n ( e )  = 1 e x p  - -  ( e - e i )  

n h P ( 2 n ) P ~  R I  1 f i  i= l  2h2 

1 T -1 
- - ( X  2 n  - 8 )  R ( x n - 0 ) ) .  

Now ( 2 . 1 4 )  

1 T T -1 - ( e - e i )  ( e - e i )  + ( x n - e )  R ( x n - e )  
h 2  



Let  

a n d  

T h e n  

Now 

1 1 2  
r ( 0 )  = LU--- e x p  { -  f ( ~ - P - ' ~ ~ ) ~ P ( ~ - P - ~ ~ ~ ) } ( Z . I ~ )  

( Z . ) P / ~  

i s  a  n o r m a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  w i t h  t h e  mean v e c t o r  pe lq i  

a n d  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  P - I .  Hence  



a n d  

( 2 . 2 2 )  

E q u a t i o n s  ( 2 . 1 0 ) ,  ( 2 . 1 6 ) ,  ( 2 . 1 7 )  a n d  ( 2 . 2 2 )  w o u l d  g i v e  

E n ( e l x n )  i f  el, . . . 3  'n w e r e  known e x a c t l y .  I n  t h i s  c a s e  

E n ( e l x n )  w o u l d  be  a  c o n s i s t e n t  e s t i m a t o r  f o r  E ( e / x ) .  

H o w e v e r ,  t h e  v a l u e s  el, . . . ,  en  r e m a i n  unknown  a n d  e s t i -  
- 

m a t e s  o f  t h e s e  v a l u e s  n e e d  t o  b e  u s e d .  I f  e i  i s  a  c o n -  

s i s t e n t  e s t i m a t e  o f  e i 3 E n ( e / x n )  w i l l  b e  c o n s i s t e n t .  

S i n c e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  e ' s  i s  u n k n o w n ,  a l s o ,  a s  a  
- 

f i r s t  s t e p  e i  w i l l  be  t a k e n  a s  x i ,  i = l ,  . . .  , n .  I n  t h e  

n e x t  s e c t i o n  a  s l i g h t l y  m o d i f i e d  a p p r o a c h  w i l l  b e  u s e d  
- - 

f o r  o b t a i n i n g  t h e  v a l u e s  o f  e i i s  U s i n g  e i=x  e q u a t i o n  i 

( 2 . 1 7 )  i s  r e p l a c e d  by 



The e s t i m a t o r  f o r  e n  i s  t hen  g i v e n  by 

The  e s t i m a t e s  E i l ) ( e j  x i )  o b t a i n e d  a s  a  r e s u l t  o f  
- - 

u s i n g  0 i=x  c a n  now b e  u s e d  i n  p l a c e  o f  e t o  o b t a i n  i '  

E ~ ( x ) .  T h i s  p r o c e s s  o f  u s i n g  t h e  e s t i m a t e s  c o u l d  b e  

( x i )  c o u l d  b e  u s e d  a s  t h e  v a l u e  o f  i t e r a t e d  a n d  E i  

e t o  o b t a i n  t h e  e x t i m a t e s  E l k ) ( o /  x i ) .  U s i n g  a  s m o o t h  i 

e s t i m a t o r  w i t h  d i f f e r e n t  k e r n e l ,  B e n n e t t  [ 4 ]  f o u n d  t h a t  

t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  n o r m a l l y  r e s u l t s  i n  a n  i m p r o v e d  e s t i -  

m a t e ;  h o w e v e r ,  f u r t h e r  i t e r a t i o n  p r o d u c e s  e s t i m a t e s  n o t  

a s  g o o d  a s  t h e  o n e  o b t a i n e d  w i t h  o n e  i t e r a t i o n .  I n  a  

l a t e r  s e c t i o n ,  t h e  r e s u l t s  o f  M o n t e  C a r l o  s i m u l a t i o n  a r e  

p r e s e n t e d  w h i c h  i n c l u d e s  t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e  p e r f o r -  

mances  o f  ( 0  1 x i  a n d  ) ( e l  x i ) .  

C o v a r i a n c e  Correction 
- 

I f  e i t s h a d  d t h  following t w o  p r o p e r t i e s  



Then  t h e  d i s t r i b u t i o n s  o f  e i ' s  a n d  d i t s  w i l l  h a v e  m a t c h -  

i n g  f i r s t  t w o  momen ts .  T h i s  w i l l  g i v e  a  s e c o n d  o r d e r  

m a t c h  b e t w e e n  t h e  t w o  d i s t r i b u t i o n s ,  w h i c h  s h o u l d  b r i n g  

t h e  e s t i m a t o r  c l o s e r  t o  t h e  unknown  B a y e s  e s t i m a t o r .  

Now 

- 
F o r  e i=x i ,  

a n d  

" 

s i n c e  E [ e i l e i ]  = e i ,  a n d  s i n c e  c o v [ x i l e i ]  i s  n o t  a  f u n c -  

t i o n  o f  ei. R e c a l l  t h a t  

w h i c h  i s  assumed t o  b e  known .  

E q u a t i o n s  ( 2 . 2 8 )  a n d  ( 2 . 2 9 )  show t h a t  i i = x i  h a s  t h e  

p r o p e r t y  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 5 ) ,  b u t  n o t  t h e  one  i n  e q u a t i o n  

(2-26). Hence  a  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o r m  
* - .A 

e .  = Aei + b i s  d e s i r e d  s o  t h a t  e i  w i l l  p o s s e s s  b o t h  t h e  
9 

p r o p e r t i e s  g i v e n  i n  e q u a t i o n s  (2.25) a ~ i d  (2.261, where A 



i s  a p x p  m a t r i x  a n d  b i s  a p x l  v e c t o r .  Now 

Hence 

* 
w i l l  g u a r a n t e e  t h a t  e i  w i l l  p o s s e s s  t h e  f i r s t  p r o p e r t y  

f o r  any  m a t r i x  A .  A l so  

S i n c e  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  i n v o l v e d  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 3 3 )  

a r e  s y m m e t r i c ,  t h e  m a t r i x  A i s  r e q u i r e d  t o  be a  symmet r i c  

m a t r i x  s o  t h a t  a11 t h e  e l e m e n t s  o f  A can be u n i q u e l y  

d e t e r m i n e d  f rom e q u a t i o n  ( 2 . 3 3 ) .  Even w i t h  t h i s  r e s t r i c -  

t i o n  t h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  a r e  complex q u a d r a t i c  e q u a -  

t i o n s  which c a n n o t  be s o l v e d  a n a l y t i c a l l y  w i t h o u t  a d d i -  

t i o n a l  r e s t r i c t i o n s .  One p o s s i b l e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  

by r e q u i r i n g  t h e  m a t r i x  A t o  be o f  d i a g o n a l  fo rm.  The 

e l e m e n t s  o f  A a r e  t h e n  found  by u s i n g  t h e  r e l a t i o n  be-  

tween t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  of  m a t r i c e s  on t h e  two s i d e s  

o f  e q u a t i o n  ( 2 . 4 3 ) ;  namely 

1/a A . .  - ( [ c o v ( o i ) ] .  . / C c o v ( s i )  + RI.  
2 J J J  9 5 

( 2 - 3 4 )  



where [ I j j  r e f e r s  t o  t h e  j - t h  diagonal element  o f  t h e  

indicated m a t r i x ,  

S i n c e  c o v ( e i )  i s  unknown ,  i t  m u s t  b e  e s t i m a t e d  f r o m  

t h e  o b s e r v a t i o n s .  The  m a t r i x  c o v ( e i )  c a n  b e  e s t i m a t e d  

f r o m  t h e  o b s e r v e d  v a l u e s  xi, i = l ,  . . . ,  n .  S i n c e  R i s  

known,  c o v ( e i )  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 2 9 ) .  

S a m p l i n g  e r r o r  may c a u s e  some d i a g o n a l  e l e m e n t  o f  A t o  

b e  n e g a t i v e  when n  i s  s m a l l  ( l e s s  t h a n  f i v e ) .  The  p a r -  

t i c u l a r  e l e m e n t  w i l l  t h e n  be  s e t  e q u a l  t o  o n e .  

T i m e - D e p e n d e n t  C o v a r i a n c e  M a t r i x  

S u p p o s e  now t h a t  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t  R r e m a i n  c o n -  

s t a n t  o v e r  t i m e  i s  r e l a x e d .  L e t  x n  be  n o r m a l l y  d i s t r i -  

b u t e d  w i t h  mean en  a n d  known c o v a r i a n c e  m a t r i x  R n .  Equa -  

t i o n  ( 2 . 1 )  w i l l  s t i l l  h o l d  i f  f ( x n l e )  i s  r e p l a c e d  b y  

f n ( x n l e )  t o  a c c o u n t  f o r  c h a n g i n g  R n .  M a t h e m a t i c a l  m a n i -  

p u l a t i o n  s i m i l a r  t o  t h a t  i n  t h e  f i r s t  s e c t i o n  o f  t h i s  

c h a p t e r  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  f o r  t h e  e s t i m a t o r  

f o r  e n .  



( 2 . 3 7 )  
- 

The  v a l u e s  ei=xi, I.1, . . . , n  m u s t  b e  u s e d  i n  p l a c e  o f  

ei s i n c e  e i ' s  a r e  u n k n o w n .  The  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  

d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  c a n  b e  u s e d  i n  t h i s  

c a s e  a l s o ,  w i t h  t h e  c o n d i t i o n a l  c o v a r i a n c e  m a t r i x  i n  

e q u a t i o n  ( 2 . 3 0 )  b e i n g  

D i s c u s s i o n  o f  t h e  E s t i m a t o r  

T h r e e  d i f f e r e n t  e s t i m a t o r s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  

t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s ,  n a m e l y  E,!,')(e 1 x n )  , E,!,~)(EI 1 x n )  , a n d  

E , ! , ' ) * ( e l xn ) ,  t h e  t h i r d  o n e  b e i n g  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  c o -  

v a r i a n c e  c o r r e c t i o n .  T h e s e  e s t i m a t o r s  c a n  be  u s e d  f o r  

e i t h e r  t h e  c a s e  w i t h  a  c o n s t a n t  c o v a r i a n c e  m a t r i x  R ,  o r  

t h e  c a s e  w i t h  a  c h a n g i n g  c o v a r i a n c e  m a t r i x  R n .  I t  w o u l d  

b e  d e s i r a b l e  t o  c o n s i d e r  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  p r o p e r t i e s  

o f  t h e s e  e s t i m a t o r s  a n a l y t i c a l l y  a n d  o b t a i n  t h e  e x p e c t e d  

v a l u e s  a n d  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  o f  t h e i r  e s t i m a t i o n  e r r o r s .  

The  e s t i m a t i o n  e r r o r  o f  an  e s t i m a t o r  i s  d e f i n e d  by t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t r u e  v e c t o r  a n d  t h e  e s t i m a t e d  



- ' v e c t o r .  i n i s  t y p e  o f  analysis would a l s o  h e l p  i n  e s t a b -  

l i s h i n g  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  a b o u t  t h e s e  e s t i m a t o r s .  The  

p r i o r  d i s t r i b u t i o n  y ( e )  i s  r e q u i r e d  t o  be  o f  a  known f o r m  

t o  p e r f o r m  t h i s  a n a l y s i s .  B u t ,  t h i s  w o u l d  d e f e a t  t h e  

p u r p o s e  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  smoo th  e m p i r i c a l  Bayes 

e s t i m a t o r ,  w h i c h  was t o  r e l a x  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  assump- 

t i o n s  on t h e  p r i o r  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  p r e v e n t s  a n y  f u r -  

t h e r  a n a l y t i c a l  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  and 

c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  o f  t h e  e s t i m a t i o n  e r r o r s  f o r  t h e s e  

e s t i m a t o r s .  

An a l t e r n a t i v e  m e t h o d  i s  t o  assume t h e  p r i o r  d i s -  

t r i b u t i o n  t o  be  o f  a  g i v e n  f o r m .  I t  may be p o s s i b l e  t o  

o b t a i n  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  e s t i m a t o r s  

w i t h  t h i s  a s s u m p t i o n ;  h o w e v e r ,  a  d i f f e r e n t  a n a l y s i s  w o u l d  

need  t o  b e  p e r f o r m e d  f o r  e a c h  d i s t r i b u t i o n ,  s i n c e  t h e  r e -  

s u l t s  o b t a i n e d  b y  t h i s  a n a l y s i s  c a n  be e x p e c t e d  t o  c h a n g e  

w i t h  a  c h a n g e  i n  t h e  assumed p r i o r  d i s t r i b u t i o n .  A l s o ,  

due t o  t h e  p r e s e n c e  o f  e x p o n e n t i a l  t e r m s  i n  t h e  summa- 

t i o n s  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  e s t i m a t o r s ,  w i t h  t h e  e x -  

p o n e n t s  b e i n g  d i f f e r e n c e s  o f  q u a d r a t i c  f o r m s ,  t h e  compu- 

t a t i o n s  c a n  b e  v e r y  t i m e  c o n s u m i n g  and c o m p l i c a t e d .  

A n o t h e r  a l t e r n a t i v e  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  i s  Mon te  

C a r l o  s i m u l a t i o n ,  T h i s  i s  done  b y  u s i n g  a d i f f e r e n t  

shaped  p r i o r  d i s t r i b u t i o n  f o r  e a c h  r u n  o f  t h e  s i m u l a t i o n ,  

By u s i n g  a n u m b e r  o f  replications i n  t h e  simulation, a 



measure o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  and t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  

o f  t h e  e s t i m a t i o n  e r r o r  can  be  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a v e r a g e d  

r e s u l t s .  

The f i r s t  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  i s  t o  be  p r e f e r r e d  

o v e r  t h e  o t h e r  t w o  m e t h o d s ,  i f  i t  c a n  be p e r f o r m e d .  

S i n c e  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  p e r f o r m  

s u c h  a n  a n a l y s i s  due t o  t h e  l a c k  o f  k n o w l e d g e  o f  t h e  

p r i o r  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  s e c o n d  me thod  o f  a n a l y s i s  w o u l d  

be t h e  n e x t  c h o i c e .  However ,  t h i s  s e c o n d  m e t h o d  b e i n g  a  

v e r y  t i m e  c o n s u m i n g  p r o c e s s ,  t h e  t h i r d  m e t h o d  o f  M o n t e  

C a r l o  s i m u l a t i o n  i s  u s e d  i n  t h i s  c h a p t e r  t o  s t u d y  t h e  

d i s t r i b u t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  e s t i m a t i o n  e r r o r .  

R e s u l t s  o f  M o n t e  C a r l o  S i m u l a t i o n  

A p p e n d i x  A d e s c r i b e s  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  w h i c h  i s  

u s e d  t o  compare  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  e s t i m a t o r s  d e v e l -  

oped  i n  t h i s  c h a p t e r  w i t h  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  m a x i -  

mum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r ,  s i n c e  i t  i s  an u n b i a s e d  and 

c o n s i s t e n t  e s t i m a t o r  f o r  t h e  mean o f  a  m u l t i v a r i a t e  n o r -  

ma l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  known d i s t r i b u t i o n a l  p r o p e r t i e s .  

F o r  c o n v e n i e n c e  t h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  o f  e i  w e r e  s e p a -  

r d t e l y  g e n e r a t e d  as  i n d e p e n d e n t l y  d i s t r i b u t e d  random 

v a r i a b l e s  f r o m  a member o f  t h e  P e a r s o n  f a m i l y  o f  d i s t r i -  

b u t i o n s .  A t  o b s e r v a t i o n  s t a g e  i ,  t e n  i n d i v i d u a l  o b s e r v a -  

t i o n s  w e r e  y e n e r a t e d .  The mean o f  t h e s e  t en  o b s e r v a t i o n s  

.is t h e  maxi tnurn  iikelihuud e s t i i n a t o r  aard i s  d e s f g n a t e d  a s  



x t h e  s i n g l e  o b s e r v a t i o n  a t  s t d g e  i required f o r  t h e  - i '  

s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r ,  Th i s  p r o c e s s  i s  used 

t o  s i m u l a t e  f i f t y  s t a g e s  of o b s e r v a t i o n s .  

The expec ted  va lue  of t h e  squa red  e r r o r  m a t r i x  f o r  

t h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  w i l l  be R = R1/10 where 

R1 i s  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  used f o r  g e n e r a t i n g  t h e  t e n  

o b s e r v a t i o n s  a t  each s t a g e .  For t h e  smooth e m p i r i c a l  

Bayes e s t i m a t o r ,  t h e  ave rage  squared  e r r o r  m a t r i x  i s  ob- 

t a i n e d  by a v e r a g i n g  ove r  one hundred r e p l i c a t i o n s  and 

t h i s  i s  used a s  an e s t i m a t e  of  t h e  expec ted  c o v a r i a n c e  

m a t r i x  of t h e  e s t i m a t i o n  e r r o r .  Martz and Krutchkoff  

[ 2 4 ]  developed an e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  f o r  t h e  mean 

of a  m u l t i v a r i a t e  normal d i s t r i b u t i o n .  They found t h a t  

t h e  per formance  of t h a t  e s t i m a t o r  depended on a  summary 

q u a n t i t y  d e f i n e d  by 

-1 -1 
R I:; 

where I$ i s  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  of e used i n  t h e  s i m u l a -  

t i o n  and R i s  t h e  c o n d i t i o n a l  c o v a r i a n c e  m a t r i x  of t h e  

sample mean. This  summary q u a n t i t y  i s  used he re  t o  index  

t h e  d i f f e r e n t  s e t s  of pa ramete r s  used i n  t h e  s i m u l a t i o n .  

The dimension of x i s  chosen t o  be p = 6 f o r  t h e  s i m u l a -  

t i o n ,  s i n c e  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  t h e  f i l t e r  deve loped  

u s i i n g  t h i i  e s l i i r i a t o r  w";l be d p p l  j e c i  to d t r a j e c t o r y  



e s t i m a t i o n  p r o b l e m ,  w h i c h  a s  i ~ i e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  1 usu-  

a l l y  h a s  a s i x - d i m e n s i o n a l  s t a t e  v e c t o r ,  An a v e r a g e  z 

q u a n . t i t y  i s  d e f i n e d  t o  i n d e x  t h e  d i f f e r e n t  s e t s  o f  d a t a  

s i m u l a t e d ,  a s  

T h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  

t r a c e  o f  t h e  a v e r a g e  s q u a r e d  e r r o r  m a t r i x  o f  t h e  s m o o t h  

e m p i r i c a l  B a y e s  e s t i m a t o r  t o  t h e  t r a c e  o f  R ,  w h i c h  i s  t h e  

e x p e c t e d  s q u a r e d  e r r o r  m a t r i x  o f  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r .  The  e s t i m a t o r  E , ! , l ) ( e l x n )  i s  r e f e r r e d  t o  a s  

t h e  f i r s t  i t e r a t i o n .  When t h e  o b s e r v a t i o n s  u s e d  f o r  t h i s  

e s t i m a t o r  a r e  c o r r e c t e d  u s i n g  t h e  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n ,  

t h e  e s t i m a t o r  i s  t e r m e d  a s  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o -  

v a r i a n c e  c o r r e c t i o n .  The  e s t i m a t o r  E A 2 ) ( e  l x n )  i s  c a l l e d  

t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n .  

F i g u r e s  1 t o  1 1  p r e s e n t  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  a s  

f u n c t i o n s  o f  t h e  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n  s t a g e s .  F i g u r e s  

1 a n d  2 g i v e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n ,  

f i r s t .  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n ,  a n d  t h e  s e c -  

o n d  i t e r a t i o n ,  f o r  z = 1  . I 6 7  a n d  z = 2 . 2 1 7  r e s p e c t i v e l y .  

I n  b o t h  t h e s e  f i g u r e s  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  s e c o n d  i t -  

e r a t i o n  i s  b e t t e r  t h a n  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  a n d  t h a t  t h e  

f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  i s  s i g n i f i -  

c a n t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  F i r s t  a n d  s e c o n d  i t e r a t i o n s ,  



F i g u r e  3 p r e s e n t s  t h e  performance o f  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  

f o r  f i v e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  r ,  n a m e l y ,  0 . 6 ,  1 , 9 6 7 ,  

2 . 2 1 7 ,  2 . 9 0 4  a n d  4 . 2 6 7  a n d  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h i s  f i r s t  

i t e r a t i o n  c a n  b e  s e e n  t o  i m p r o v e  w i t h  i n c r e a s e  i n  z .  

F i g u r e s  4 a n d  5 g i v e  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  f i r s t  i t e r a -  

t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  a n d  t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n  

r e s p e c t i v e l y  f o r  t h e  same f i v e  v a l u e s  o f  z .  T h e y  show 

t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i -  

a n c e  c o r r e c t i o n  a n d  t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n  a l s o  i m p r o v e  

w i t h  i n c r e a s e  i n  z .  

To o b s e r v e  t h e  e f f e c t  o f  a  d i f f e r e n t  f u n c t i o n a l  

v a l u e  f o r  t h e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  h ,  t h e  t h r e e  e s t i m a t e s  

a r e  o b t a i n e d  u s i n g  h  = 1 .  F i g u r e  6 c o m p a r e s  t h e  p e r f o r m -  

a n c e s  o f  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  f o r  h = l  a n d  h=n  - 1 1 2 5  . F i g -  

u r e s  7 a n d  8 g i v e  t h e  same c o m p a r i s o n  f o r  t h e  f i r s t  i t -  

e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  a n d  t h e  s e c o n d  i t e r a -  

t i o n  r e s p e c t i v e l y .  F rom t h e s e  t h r e e  f i g u r e s  i t  c a n  b e  

s e e n  t h a t  a l l  t h r e e  e s t i m a t o r s  a r e  r a t h e r  i n s e n s i t i v e  t o  

s m a l l  c h a n g e s  i n  h .  

The  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  1  t o  8 a r e  o b -  

t a i n e d  u s i n g  a  J - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  s i m u l a t i o n  

o f  t h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  o f  e .  F i g u r e  9  p r e s e n t s  t h e  

p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r -  

r e c t i o n  f o r  s i x  d i f f e r e n t  s h a p e d  d i s t r i b u t i o n s  u s e d  f o r  

t h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  o f  a .  The p e r f o r m a n c e  i s  s een  



t o  b e  d i s t i n c t l y  b e t t e r  f o r  a U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n ,  

w h i l e  b e i n g  a l m o s t  i d e n t i c a l  f o r  t h e  r e m a i n i n g  f i v e  

shaped  d i s t r i b u t i o n s .  A U -shaped  d i s t r i b u t i o n  on  t h e  

e l e m e n t s  o f  e makes t h e  p r i o r  g ( e )  b e  n o n - u n i m o d a l ,  w h i l e  

f o r  t h e  o t h e r  f i v e  shaped  d i s t r i b u t i o n s ,  g ( e )  becomes 

u n i m o d a l .  

S i n c e  t h e  smoo th  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  u s e s  t h e  

o b s e r v a t i o n s  f o r  a l l  p a s t  s t a g e s ,  t h e  p r o c e s s  o f  u s i n g  

t h e s e  e s t i m a t o r s  may become c o n s i d e r a b l y  t i m e  c o n s u m i n g  

and  may r e q u i r e  s u b s t a n t i a l l y  l a r g e  memory, as  t h e  number 

o f  s t a g e s  i n c r e a s e s .  A f i n i t e  memory e s t i m a t o r  t h a t  u s e s  

o n l y  k  p a s t  s t a g e s  o f  o b s e r v a t i o n s  c a n  be d e f i n e d  a s  

( 2 . 4 1 )  

F i g u r e s  10 and  1 1  p r e s e n t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i r s t  

i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  w i t h  f i n i t e  memory 

f o r  f i v e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  k  and f o r  z = 1 . 1 6 7 ,  and 

2=2 .217  r e s p e c t i v e l y .  I t  c a n  be seen  t h a t  t h e  p e r f o r m -  

a n c e  i m p r o v e s  w i t h  i n c r e a s e  i n  k .  B u t ,  t h i s  i m p r o v e m e n t  

shows  a s a t u r a t i o n  e f f e c t  a s  K i n c r e a s e s ,  Hence  d e p e n b -  

i n g  o n  t h e  memory restriction a n d  t h e  c o s t  o f  additional 



c o m p u t a t i o n  t i m e  an o p t i m u m  v a l u e  o f  k c a n  be  c h o s e n  s o  

t h a t  t h e  i m p r o v e m e n t  i n  p e r f o r m a n c e  i s  a maximum s u b j e c t  

t o  t h e  a b o v e  r e s t r i c t i o n s .  Once a  p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  k  

i s  c h o s e n ,  t h e  f i n i t e  memory e s t i m a t o r  c a n  b e  u s e d  f o r  

n > k  w h i l e  u s i n g  t h e  t o t a l  memory e s t i m a t o r  f o r  n < k .  - 

C o n c l u s i o n s  

A s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  e s t i m a t o r  h a s  b e e n  o b -  

t a i n e d  f o r  t h e  mean o f  a  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  r a n d o m  p r o -  

c e s s  i n  t h r e e  d i f f e r e n t  f o r m s ;  n a m e l y ,  t h e  f i r s t  i t e r a -  

t i o n ,  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  a n d  

t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n .  U s i n g  M o n t e  C a r l o  s i m u l a t i o n  t h e  

p e r f o r m a n c e  o f  t h e s e  t h r e e  f o r m s  o f  t h e  e s t i m a t o r  i s  com- 

p a r e d  w i t h  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r .  A l l  t h e s e  t h r e e  f o r m s  o f  t h e  e s t i m a t o r  a r e  

f o u n d  t o  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i -  

m a t o r  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  d a t a  u s e d  i n  t h e  s i m u l a t i o n .  

The  f i r s t  i t e r a t i o n  w i t h  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  i s  o b -  

s e r v e d  t o  be  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r  t w o  f o r m s  o f  t h e  e s t i -  

m a t o r ,  a n d  w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  f o r  a p p l i c a -  

t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  e s t i m a t i n g  t h e  s t a t e  v e c t o r  o f  a  

d i s c r e t e  t i m e  l i n e a r  s y s t e m  w i t h  a  l i n e a r  s e t  o f  o b s e r v a -  

t i o n s .  No c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  c o u l d  b e  o b t a i n e d  f o r  a n y  

o f  t h e  t h r e e  f o r m s  o f  t h e  e s t i m a t o r  s i n c e  a d i r e c t  m e t h o d  

o f  a n a l y s i s  c o u l d  n o t  be  used t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a t i s -  

t i c d l  p r o p e r t i e s  o f  t h e ?  e s t i n i a h s *  





0 
in 1 

'PL? 

L 
a 
> 
0 

m 0 
d 

C, .,-- 
3 

s 
0 0 
e .- 

C, 
ru 
L h 
aJl- 
V C U  

Ln H .  

M N 
V) C, II 
W V)N 
cs L 
CC .r L 
I- L O  
V) r 

0 n 

M Z  c 
0 0 s  
H -r 0 
I- + .r 
Q rut' 
1 Lru 

Lncr: W L  
NU C,a, 

V) I-+' 
m H 

0 C, 
m TJ 

LL L C  
0 *t- 0 

0 L O  
CUcr: w 
W LV) 





F
ig

u
re

 
4

. 
P

er
fo

rm
an

ce
 

R
a

ti
o

s 
fo

r 
F

ir
s

t 
It

e
ra

ti
o

n
 w

it
h

 C
o

v
ar

ia
n

ce
 

C
o

rr
e

c
ti

o
n

 
fo

r 
z=

. 
6

, 
1

.1
6

7
, 

2
.2

1
 7

, 
2

.9
0

4
 

an
d 

4
.2

6
7

. 



.2
 

(2
):

 
z
=
1
.
1
6
7
 

(3
):

 
z
=
2
.
2
1
7
 

(
4
)
:
 z

=
2
.
9
0
4
 

(
5
)
:
 
z
=
4
.
2
6
7
 

_
L
 

5 
1
0
 

15
 

2
0
 

25
 

3
0
 

3
5
 

4
0
 

45
 

5
0
 

NU
MB

ER
 
OF

 O
BS

ER
VA

TI
ON

 S
T
A
G
E
S
 

F
ig

u
re

 
5

. 
P

er
fo

rm
an

ce
 

R
a

ti
o

s
 f

o
r 

S
ec

on
d 

It
e

ra
ti

o
n

 f
o

r 
z
=
.
6
,
 
1
.
1
6
7
,
 
2
.
2
1
7
,
 
2.
90
4 

a
n

d
 
4
.
2
6
7
.
 





1
.
0
 

c
3

 
b

-4
 

I-
 
4
 

- 6
 

C
5.

 

g,
g a
 

Z
Z

 
Q

 
x
 

b?
r:
 

0
 

b
e
 

.4
 

C
d

 
W

 
g
a
 

.
2
 

NU
M

BE
R 

O
F 

O
B

SE
R

V
A

TI
O

N
 

ST
A

G
ES

 
F

ig
u

re
 

7
. 

P
er

fo
rm

an
ce

 
R

a
ti

o
s 

fo
r 

F
ir

s
t 

It
e

ra
ti

o
n

 w
it

h
 C

o
v

ar
ia

n
ce

 
C

o
rr

e
c

ti
o

n
 

fo
r 

h
=

l 
an

d 
h=

n 
w

it
h

 z
=

1
.1

6
7

. 



- 
In I 1  
m 2 
v, 
W L 
C3 0 
4 'I- 
F- 

o m  r 
m 0 

Z 'r 
0 c, 
W 6 

L 
Q a, 
> C, 

m e  w 
tuw 

cn -0 
a s 
0 0 

a L 
W 0 
m 'I- 
5: 
Z> v) 

Z 0 
m el-- - C, 

(d 
e 

a 
E h  
L a  
0- 
' I-. 
Lr- 
w I1 

LO a N  



-2
 

(1
):

 
J

-s
h

a
p

e
d

, 
L

e
ft

 S
ke

w
ed

 
(

2
)

: 
B

e
ll

-s
h

a
p

e
d

 
(3

):
 

L
-s

h
a

p
e

d
, 

R
ig

h
t 

S
ke

w
ed

 
(4

):
 

U
-s

h
a

p
e

d
 

N
U

M
BE

R
 

O
F 

O
B

S
E

R
V

A
TI

O
N

 
S

TA
G

E
S

 

F
ig

u
re

 
9
.
 

P
e

rf
o

rm
a

n
c

e
 R

a
ti

o
s

 f
o

r 
F

ir
s

t 
It

e
ra

ti
o

n
 w

it
h

 C
o

v
a

ri
a

n
c

e
 C

o
rr

e
c

ti
o

n
 

fo
r

 S
ix

 
D

if
fe

re
n

t 
S

h
a

p
e

d
 

D
is

tr
ib

u
ti

o
n

s
. 



.
4
 

.2
 

NU
M

BE
R 

O
F 

O
B

SE
R

V
A

TI
O

N
 

ST
A

G
ES

 

F
ig

u
re

 
1

0
. 

P
er

fo
rm

an
ce

 
R

a
ti

o
s 

fo
r 

F
ir

s
t 

It
e

ra
ti

o
n

 w
it

h
 C

o
v

ar
ia

n
ce

 
C

o
rr

e
c

ti
o

n
 

w
it

h
 F

in
it

e
 M

em
or

y 
fo

r 
z=

1
 .1

6
7

. 



a, a, 
U+' 
s .r- 
rd 5 
E -r 
LLL 
0 
'+-c 
L +' 
a, .r- 
a- 3 

&I 
L 
-3 
on 

'Pi- 

Lb 



C H A P T E R  S I I  

SMOOTH E M P I R I C A L  B A Y E S  E S T I M A T I O N  IN 

DISCRETE TIME LINEAR SYSTEMS 

Reca l l  t h a t  a  d i s c r e t e  t ime l i n e a r  sys tem i s  de-  

f i n e d  by 

and a  l i n e a r  s e t  of o b s e r v a t i o n s  on t h i s  sys tem i s  de -  

f i n e d  by 

where x and u a r e  r x l  v e c t o r s ,  y  a n d  v a r e  pxl v e c t o r s ,  

@ i s  an r x r  m a t r i x  and H i s  pxr m a t r i x .  The v e c t o r  x i s  

t h e  s t a t e  of t h e  sys t em,  and t h e  v e c t o r  u i s  c a l l e d  t h e  

s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The m a t r i x  @ i s  c a l l e d  t h e  

s t a t e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  and t h e  m a t r i x  H i s  t h e  m a t r i x  

r e l a t i n g  t h e  o b s e r v a t i o n s  t o  t h e  s t a t e  v e c t o r .  The vec-  

t o r  y i s  t h e  o b s e r v a t i o n  v e c t o r  and t h e  v e c t o r  v i s  

c a l l e d  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r .  

Le t  



A s s u m e  t h a t  u i  i s  independent o f  v f o r  a l l  i a n d  j ,  a n d  
j * 

t h a t  ui  i s  i n d e p e n d e n t  o f  u . ,  f o r  a l l  i f j .  A l s o  assume 
J 

t h a t  v i  i s  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  a  mean v e c t o r  a n d  

c o v a r i a n c e  m a t r i x  a s  s t a t e d  i n  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 )  a n d  ( 3 . 5 )  

r e s p e c t i v e l y .  F u r t h e r  assume t h a t  unml has  a n  unknown 

a n d  u n s p e c i f i e d  d i s t r i b u t i o n  w h i c h  r e m a i n s  s t a t i o n a r y  

o v e r  t i m e .  Assume t h a t  ~ , m ~ ~ ~ - ~ ~  Hi and  Ri  a r e  known.  

C o n s i d e r  e q u a t i o n  ( 3 . 1 )  i n  t h e  f o r m  

L e t  

- 
qn - Yn - X H n @ n , n - l  n - 1 .  ( 3 . 7 )  

U s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) ,  qn c a n  b e  r e s t a t e d  as  

qn = Hnxn - H n @ n y n - l  x n - 1  -I- 'n 

- 
- H n " n - ~  + v n .  

D e f i n e  

w h e r e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 3 , 9 )  r e q u i r e s  t h e  
T 

m a t r f x  ( H n H , )  t o  b e  a f u l l  r a n k  m a t r i x .  i f ,  h o w e v e r ,  

P ( H , H , )  i s  n o t  o f  f u l l  r a n k  t h e n  t h e  u s e  o f  a s u i t a b l e  
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g e n e r a l i z e d  i n v e r s e  s h o u l d  b e  cons ide red ,  ( S e e  1 1 5 1 ) .  

R e c a l l  t h a t  v n  i s  assumed t o  be n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  

a  mean v e c t o r  z e r o  and  c o v a r i a n c e  m a t r i x  R n .  T h u s ,  g i v e n  

U n - l '  r n  w i l l  b e  c o n d i t i o n a l l y  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  

mean v e c t o r  u  and c o v a r i a n c e  m a t r i x  Sn ,  w h e r e  n - 1  

Assume t e m p o r a r i l y  a t  t i m e  tn, t h a t  x o ,  xl, . . . ,  'n -1  a r e  

known.  I n  t h i s  c a s e ,  rl, . . . ,  r w i l l  be  known e x a c t l y  n  

b y  v i r t u e  o f  e q u a t i o n s  ( 3 . 7 )  and ( 3 . 9 ) .  

R e c a l l  t h a t  i n  C h a p t e r  I 1  a  random p - v e c t o r  x n  was 

assumed t o  b e  c o n d i t i o n a l l y  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  

mean v e c t o r  e n  and  c o v a r i a n c e  m a t r i x  R n ,  w h e r e  e n  was t h e  

r e a l i z a t i o n  o f  a  random v e c t o r  e a t  t i m e  tn a c c o r d i n g  t o  

a n  unknown a n d  u n s p e c i f i e d  t i m e - i n v a r i a n t  d e n s i t y  f u n c -  

t i o n  g ( e ) .  H e r e  t h e  random v e c t o r  rn has t h e  same c h a r -  

a c t e r i s t i c s  a s  t h e  v e c t o r  x n  i n  C h a p t e r  11. Hence,  t h e  

s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  o f  C h a p t e r  I 1  c a n  be 

u s e d  h e r e  t o  e s t i m a t e  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  u , - ~ ,  

w h i c h  i s  t h e  c o n d i t i o n a l  mean o f  rn.  R e c a l l  t h a t  t h e  

" b e s t "  e s t i m a t o r  i n  C h a p t e r  I 1  was f o u n d  t o  be  t h a t  e s t i -  

m a t o r  u s i n g  t h e  o b s e r v a t i o n s  t r a n s f o r m e d  b y  a  l i n e a r  

t r a n s f o r m a t i o n  t o  o b t a i n  a  s e c o n d  o r d e r  m a t c h  b e t w e e n  t h e  

p r i o r  d i s t r i b u t i o n  g ( e )  a n d  t h e  e s t i m a t e d  p r i o r  g , ( e ) .  



A s i m i l a r  estimator w i l l  be  used h e r e  a n d  its a p p l i c a t i o n  

i s  described below. 

Define the estimates 

and 

Let A be a diagonal matrix with 

and 

b = (I - A)rn. 

If a diagonal element of Cn is negative due to sampling 

error, which can happen only for small values of n, then 

the corresponding element of A is taken to be equal to 

one. 

Using equations (3.12) to (3.14), 

i s  the transformed observation required for the applica- 

tion o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  w i t h  



c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n .  The e s t i m a t e  o f  u ~ - ~  i s  t h e n  

g i v e n  by 

w h e r e  

- - 1 1 * 
P i n  - Sn  rn + - h~ 

and  S, i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 3 . 1 1 ) .  U s i n g  e q u a t i o n  

( 3 . 1 6 )  t h e  s t a t e  v e c t o r  c a n  be e s t i m a t e d  a s  

However ,  s i n c e  x i ' s  u s u a l l y  r e m a i n  unknown,  s u i t -  

a b l e  e s t i m a t e s  a r e  r e q u i r e d  f o r  t h e s e  unknown q u a n t i t i e s .  

To u s e  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes f i l t e r  e q u a t i o n s  a t  

t i m e  tn, s u i t a b l e  e s t i m a t e s  o f  x o ,  ..., xnnl a r e  r e q u i r e d .  
A 

S i n c e  x o  h a s  a mean v e c t o r  e q u a l  t o  c ,  x o = c  i s  a s u i t a b l e  

e x t i m a t e  t o  s t a r t  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes f i l t e r ,  a s  



no o b s e r v a t i o n s  a r e  a v a i l a b l e  a t  t i m e  to .  The ( n - I )  e s -  

t i m a t e s  e f  x i  obta ined a t  t imes  t l ,  t 2 ,  . . . ,  t,-l by 

means o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  f i l t e r  c a n  t h e n  be  

u s e d  i n  f o r m i n g  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  e s t i m a t e  o f  

'n . Thus  t h e  e s t i m a t e  o f  x n  becomes 

L e t  

The e q u a t i o n s  f o r  e s t i m a t i n g  xn  c a n  t h e n  be r e w r i t t e n  as  

where  Sn ,  B n ,  and h a r e  g i v e n  by equa t ions  ( 3 . 1 1 ) ,  ( 3 . 1 7 ) ,  

a n d  ( 3 . 1 9 )  respectively, a n d  t h e  e s t i m a t e  o f  x, i s  g i v e n  



The d i a g o n a l  m a t r i x  A and t h e  v e c t o r  b used f o r  t h e  l i n -  

e a r  t r a n s f o r m a t i o n  f o r  t h e  c o v a r i a n c e  c o r r e c t i o n  a s  g iven  

i n  e q u a t i o n  ( 3 . 2 4 )  a r e  g iven  by 

and 

S i n c e  no assumpt ion  i s  made abou t  t h e  d i s t r i b u t i o n  

of  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  e x c e p t  t h a t  i t  be u n c o r r e -  

l a t e d  and s t a t i o n a r y  ove r  t i m e ,  a d i r e c t  method of  a n a l -  

y s i s  a s  d e s c r i b e d  i n  Chapter  PI c a n n o t  be used t o  o b t a i n  

t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  s f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  

f i l t e r .  The statistical properties t o  be s t u d i e d  a r e  



t h e  e x p e c t e d  v a l u e  a n d  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  e s t i m a -  

t i o n  e r r s r ,  w h e r e  t h e  e s t i m a t i o n  e r r s r  i s  t h e  v e c t o r  d i f -  

f e r e n c e  o f  t h e  t r u e  s t a t e  and i t s  e s t i m a t e .  Thus ,  t h e  

f o l l o w i n g  t w o  m e t h o d s  h a v e  t o  be  e x c l u d e d  f r o m  c o n s i d e r a -  

t i o n .  The f i r s t  one  u s e s  a n a l y t i c a l  m e t h o d s  t o  c o m p u t e  

t h e  r e q u i r e d  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s ,  w h i c h  depend  on t h e  

p a r a m e t e r s  o f  t h e  p r o b l e m .  As a  s e c o n d  a n a l y t i c a l  m e t h o d ,  

f o r  a  g i v e n  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  d i s t r i b u t i o n  i t  may 

b e  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  d e s i r e d ;  

h o w e v e r ,  a  d i f f e r e n t  a n a l y s i s  w o u l d  have  t o  be  p e r f o r m e d  

f o r  e a c h  d i s t r i b u t i o n .  

The t h i r d  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  i s  M o n t e  C a r l o  s i m u l a -  

t i o n ,  T h i s  i s  b a s i c a l l y  a n  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  s e c o n d  

m e t h o d  m e n t i o n e d  a b o v e .  The s e c o n d  m e t h o d  c a n  be v e r y  

t i m e  c o n s u m i n g  due t o  t h e  p r e s e n c e  o f  e x p o n e n t i a l  t e r m s  

i n  t h e  s u m m a t i o n s  i n v o l v e d  i n  t h e  f i l t e r ,  w i t h  e x p o n e n t s  

b e i n g  d i f f e r e n c e s  o f  q u a d r a t i c  f o r m s .  T h i s  m e t h o d  o f  

a n a l y s i s  w i l l  be  u s e d  i n  c o m p a r i n g  t h e  f i l t e r  p e r f o r m a n c e  

w i t h  some s t a n d a r d  m e t h o d s .  

C o n s i d e r  a  s p a c e  v e h i c l e  w h i c h  i s  assumed t o  b e  i n  

a c i r c u l a r  o r b i t  a r o u n d  t h e  e a r t h  a t  a  d i s t a n c e  o f  4 5 0 0  

m i l e s  f r o m  t h e  e a r t h "  c e n t e r .  C o n s i d e r  o n l y  t h e  e f f e c t  

o f  t h e  g r a v i t a t i o n  o f  t h e  e a r t h  on t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  

D e f i n e  a s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  sys tem w i t h  t h e  c e n t e r  o f  



t h e  e a r t h  a s  t h e  o r i g i n  a s  shewn i n  F igure  92. The  e f -  

f e c t  s f  t h e  e a r t h ' s  g r a v i t y  w i l l  b e  assumed t~ be  con -  

s t a n t  a t  p o i n t s  e q u i d i s t a n t  f r o m  t h e  e a r t h ' s  c e n t e r .  

T h u s ,  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  i n s i g -  

n i f i c a n t .  A l s o  d e f i n e  a  s u p e r i m p o s e d  r e c t a n g u l a r  c o o r -  

d i n a t e  s y s t e m  w i t h  t h e  same o r i g i n  a s  t h e  s p h e r i c a l  c o o r -  

d i n a t e  s y s t e m ,  a s  shown i n  F i g u r e  1 2 .  The  c o o r d i n a t e s  o f  

t h e  s p a c e  v e h i c l e  i n  t h e  t w o  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  r e -  

l a t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s .  

z = r s i n e  s i n 4  
2 

( 3 . 3 3 )  

a n d  

S i n c e  i t  i s  assumed  t h a t  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i s  i n  a  c i r -  

c u l a r  o r b i t ,  r r e m a i n s  c o n s t a n t .  Assume t h a t  t h i s  o r b i t  

i s  i n  a  p l a n e  c o n t a i n i n g  t h e  z 3 - a x i s .  T h u s ,  e i s  a  c o n -  

s t a n t .  Assume a l s o  t h a t  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i s  m o v i n g  a t  

a  c o n s t a n t  s p e e d .  Thus  d 4 / d t  r e m a i n s  c o n s t a n t .  The  

a c c e l e r a t i o n  c o m p o n e n t s  a l o n g  t h e  t h r e e  r e c t a n g u l a r  a x e s  

c a n  b e  o b t a i n e d  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n s  ( 3 . 3 2 ) ,  

( 3 . 3 3 ) ,  a n d  ( 3 - 3 4 )  t w i c e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t i m e  t a n d  

by k e e p i n g  r ,  B ,  d $ / d %  c o n s t a n t  a n d  hence 



F i g u r e  1 2 .  S u p e r i m p o s e d  S p h e r i c a l  a n d  

R e c t a n g u l a r  C o o r d i n a t e  S y s t e m s .  



d L z 2  2 
- 

a 2 
- - -  

d  t - r s i n e  s i n [ %  t] 

The m a g n i t u d e  o f  t h e  r e s u l t a n t  a c c e l e r a t i o n  v e c t o r  i s  

t h e n  g i v e n  b y  

By t h e  l a w s  o f  d y n a m i c s  a  m u s t  be t h e  same a s  t h e  a c c e l -  

e r a t i o n  c a u s e d  by e a r t h ' s  g r a v i t y .  A s s u m i n g  an a p p r o x i -  

m a t e  v a l u e  o f  3 2 . 2  f t . / ~ e c . ~  f o r  t h i s  a c c e l e r a t i o n ,  t h e  

unknown c o n s t a n t  d @ / d t  becomes 



Consider a s i x - d i m e n s i o n a l  s t a t e  v e c t o r  w h o s e  f i r s t  

t h r e e  c o m p o n e n t s  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  z,, A z 2 $  z, - and whose 

l a s t  t h r e e  componen ts  a r e  t h e  v e l o c i t y  componen ts  a l o n g  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  t h r e e  a x e s .  L e t  t h e  c o n s t a n t  e be  ~ / 4 .  

A t  t i m e  to, l e t  I $ ~ = O .  Then t h e  mean c  o f  x o  i s  g i v e n  by 

C 

L e t  ~t b e  s u c h  t h a t  

A (  =[$(]bt = . 1  r a d i a n .  

Then 

A t  = -I = 'l = 859.8  s e c .  
d $ / d t  . 001163  

Now, a t  t i m e  tn, 

-- - 
r cose  s i n 4  

r s i n e  s i n 4  

r c o s $  

r g  cose  c o s 4  

s i n e  cosm rn 



a n d  a t  t i m e  t,,l. 

1--r c o s e  ( s i n +  cosam + c o s +  s i n n + ) l  

r s i n e  ( s i n $  c o s a 4  + c o s +  sins+) 

r ( c o s +  c o s a +  - s i n 4  sins$) 

r 3  c o s e  ( c o s +  cosAm - s i n 4  s i n ~ 4 )  

r g  s i n e  (cosm c o s ~ m  - s i n +  sins+) 

R e l a t i n g  x n  t o  x ~ + ~ ~  a n d  u s i n g  t h e  known v a l u e s  o f  r ,  e ,  

d $ / d t ,  a n d  A $ ,  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  i s  

o b t a i n e d .  

w h e r e  

a O b 0 0 0 -  

O a b O O O  

c O a O O O  

d O O a O O  

O d O O a O  



F u r t h e r  assume t h a t  H i s  a c o n s t a n t  m a t r i x  e q u a l  t o  

t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  a b s e r v 5 n g  t h e  

c o o r d i n a t e s  and t h e  v e l o c i t y  componen ts  o f  t h e  s p a c e  v e -  

h i c l e  d i r e c t l y .  L e t  P o ,  and  Q be  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  

o f  t h e  i n i t i a l  s t a t e  v e c t o r  a n d  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  

e r r o r .  T h e s e  m a t r i c e s  a r e  r e q u i r e d  f o r  t h e  s i m u l a t i o n .  

Assume t h a t  t h e  f o l l o w i n g  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  a r e  known.  

F o r  convenience t h e  m a t r i x  W i s  assumed t o  be t i m e  i n d e -  

p e n d e n t .  I t  c a n  be s e e n  f r o m  t h e s e  m a t r i c e s  t h a t  t h e  



s t a n d a r d  d e v i a t i o n  s f  each  o f  t h e  f i r s t  t h r e e  c o m p o n e n t s  

o f  x o ,  ui and vi i s  e q u a l  t o  1 5 8 . 1 1 ,  1 5 8 . 1 1 ,  a n d  1 4 1 . 4 2  

f e e t  r e s p e c t i v e l y ,  and  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  e a c h  o f  

t h e  l a s t  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  x o ,  ui and vi i s  1 5 . 8 1 ,  

15 .81 ,  and 14 .94  f t . / s e c .  r e s p e c t i v e l y .  

R e s u l t s  o f  M o n t e  C a r l o  S i m u l a t i o n  

The p r o g r a m  u s e d  t o  s i m u l a t e  t h e  a b o v e  p r o b l e m  i s  

d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i x  B. One h u n d r e d  r e p l i c a t i o n s  a r e  

g e n e r a t e d  and a v e r a g e d  t o  o b t a i n  e s t i m a t e s  o f  t h e  mean 

s q u a r e d  e r r o r  m a t r i c e s .  The i n i t i a l  s t a t e  v e c t o r  x o  i s  

g e n e r a t e d  f r o m  a  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  

mean v e c t o r  c  a n d  c o v a r i a n c e  m a t r i x  P o .  The e l e m e n t s  o f  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r  a r e  g e n e r a t e d  f r o m  a  

member o f  t h e  P e a r s o n  f a m i l y  o f  d i s t r i b u t i o n s  so t h a t  t h e  

mean v e c t o r  i s  z e r o  a n d  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  i s  Q .  The 

o b s e r v a t i o n  e r r o r  v e c t o r  v  i s  g e n e r a t e d  f r o m  a  m u l t i -  

v a r i a t e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  z e r o  mean and c o v a r i a n c e  

m a t r i x  R .  

F o r  e a c h  s e t  o f  p a r a m e t e r s  t h r e e  d i f f e r e n t  f i l t e r s  

a r e  u s e d  t o  s i m u l a t e  t h e  e s t i m a t i o n  p r o c e s s .  T h e y  a r e  

t h e  smoo th  e m p i r i c a l  Bayes  f i l t e r ,  t h e  Ka lman f i l t e r ,  and 

t h e  l e a s t  s q u a r e s  f i l t e r .  R e c a l l  t h a t  t h e  Kalman f i l t e r  

i s  d e f i n e d  by t h e  f 0 1 1 o w i n g  e q u a t i o n s .  



The l e a s t  s q u a r e s  f i l t e r  can be r e s t a t e d  a s  

where 

The r a t i o  of  t h e  t r a c e  of t h e  ave rage  squa red  e r r o r  

m a t r i x  a t  each s t a g e  of t h e  p r o c e s s  t o  t h e  t r a c e  of t h e  

m a t r i x  S a t  t h a t  s t a g e  i s  used a s  a  s c a l a r  index  of t h e  

per formance  of t h e  p a r t i c u l a r  f i l t e r .  Due t o  t h e  p a r -  

t i c u l a r  c h o i c e  of t h e  m a t r i x  H ,  t h e  m a t r i x  S i s  t h e  same 

a s  t h e  m a t r i x  R ,  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  c o v a r i a n c e  m a t r i x .  

F i g u r e  1 3  p r e s e n t s  t h e  performance r a t i o  f o r  t h e  l e a s t  

squares filter a s  a function o f  n ,  t h e  stage of the pro- 

c e s s ,  when a n  t - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  i s  used t o  g e n e r a t e  

t h e  components o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  



F i g u r e  74 g i v e s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  f o r  t h e  same f i l t e r ,  

b u t  f o r  a U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  

s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  

F rom t h e s e  t w o  f i g u r e s ,  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o ,  a n d  

h e n c e  t h e  t r a c e  o f  t h e  a v e r a g e  s q u a r e d  e r r o r  m a t r i x  w h i c h  

i s  t h e  n u m e r a t o r  o f  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o ,  c a n  b e  s e e n  t o  

d i v e r g e  r a p i d l y  w i t h  n .  The  d i v e r g e n c e  i s  e v e n  m o r e  p r o -  

n o u n c e d  f o r  t h e  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  a g r e e s  w i t h  

t h e  f i n d i n g s  r e p o r t e d  b y  B u c y  a n d  J o s e p h  [ I l l .  The  p r e s -  

e n c e  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  makes  t h e  c o m p o n e n t s  

o f  t h e  c o m b i n e d  e r r o r  v e c t o r  y n  n o n - i n d e p e n d e n t ,  w h e r e  

Y n  i s  d e f i n e d  a s  

The  e s t i m a t e s  o b t a i n e d  by t h e  u s e  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  

f i l t e r  a r e  t h u s  n o t  m i n i m u m  v a r i a n c e  e s t i m a t e s *  S i n c e  

t h e  pe r fo rmance  o f  t h e  l e a s t  squdres  f i l t e r  i s  generally 



poor i n  t h e  p r e s e n c e  s f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r ,  i t  

w i l l  no t .  be  c o n s i d e r e d  f u r t h e r ,  

F i g u r e  1 5  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  f i l t e r  a n d  t h e  Ka lman  f i l t e r  f o r  

a n  L - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  s t a t e  

d i s t u r b a n c e  e r r o r , v e c t o r .  The  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  K a l m a n  

f i l t e r  i n  t h i s  c a s e  i s  s e e n  t o  b e  b e t t e r  t h a n  t h e  p e r -  

f o r m a n c e  o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r .  F i g u r e  

1 6  g i v e s  - t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  a b o v e  t w o  f i l t e r s  

f o r  a  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  

s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s m o o t h  

e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  o u t p e r f o r m s  t h e  Ka lman  f i l t e r .  

F i g u r e  1 7  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  f i l t e r  when u s e d  w i t h  s i x  d i f f e r -  

e n t  s h a p e d  d i s t r i b u t i o n s  o n  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  s t a t e  

d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  The  p e r f o r m a n c e  o f  t h i s  f i l t e r  

c a n  b e  s e e n  t o  b e  a b o u t  t h e  same f o r  a l l  t h e  d i s t r i b u -  

t i o n s ,  e x c e p t  f o r  t h e  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  f o r  w h i c h  i t  

g i v e s  s l i g h t l y  b e t t e r  r e s u l t s .  F i g u r e  18  g i v e s  t h e  p e r -  

f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  K a l m a n  f i l t e r  f o r  t h e  same s i x  

d i s t r i b u t i o n s  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  

e r r o r .  The  K a l m a n  f i l t e r  c a n  b e  s e e n  t o  p e r f o r m  a l m o s t  

t h e  same f o r  a l l  t h e  d i s t r i b u t i o n s ,  e x c e p t  f o r  t h e  U -  

shaped d i s t r i b u t i o n  f o r  which i t  g i v e s  r e l a t i v e l y  p o o r  

r e s u l t s .  



6 7  

fib summary q u a n t i t y  z i s  d e f i n e d  a s  i n  C h a p t e r  I I  by  

where  

F o r  t h e  p a r a m e t e r s  u s e d  i n  s i m u l a t i n g  t h e  r e s u l t s  p r e -  

s e n t e d  i n  F i g u r e s  1 3  t o  18 ,  t h e  a v e r a g e  summary q u a n t i t y  

was z = . 8 .  To o b s e r v e  t h e  e f f e c t  o f  l a r g e r  c o v a r i a n c e  

m a t r i c e s  o n  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  smoo th  e m p i r i c a l  

Bayes f i l t e r  a n d  t h e  Kalman f i l t e r ,  t h e  f o l l o w i n g  m a t r i -  

c e s  w e r e  u s e d ,  w h i c h  g a v e  t h e  summary q u a n t i t y  o f  z = 1 . 2 .  

P , = Q =  

-- - 

C O O O O O  

O c O 0 O O  

O O c 0 0 0  

O Q Q d O Q  

Q O ( 4 Q d O  

0 B e ) O O d  
- 



where  

I t  c a n  be o b s e r v e d  f r o m  t h e s e  m a t r i c e s  t h a t  t h e  s t a n d a r d  

d e v i a t i o n  o f  e a c h  o f  t h e  f i r s t  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  x 
0 ' 

u  a n d  vi i s  e q u a l  t o  2 5 , 0 0 0 ,  25 ,000 ,  a n d  2 7 , 3 8 6  f e e t  i 

r e s p e c t i v e l y ,  a n d  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  e a c h  o f  t h e  

l a s t  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  x o y  'i a n d  vi i s  2 5 0 ,  250 ,  a n d  

2 7 3 . 9  f t . / s e c .  r e s p e c t i v e l y .  

F i g u r e  1 9  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  a n d  t h e  Ka lman  f i l t e r  when 

u s e d  w i t h  a n  L - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  a n d  w i t h  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  

d e f i n e d  a b o v e  f o r  z = 1 . 2 .  The  Ka lman  f i l t e r  c a n  be  o b -  

s e r v e d  t o  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  

f i l t e r .  F i g u r e  2 0  g i v e s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

same t w o  f i l t e r s  u s e d  w i t h  t h e  same c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  

f o r  z = 1 . 2  b u t  w i t h  a  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  compo-  

n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  I n  t h i s  

c a s e ,  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  o u t p e r f o r m s  t h e  

K a l m a n  f i l t e r .  

The  o b s e r v a t i o n  e r r o r  covariance m a t r i x  i s  t h e n  

c h a n g e d  t o  t h e  following m a t r i x  t o  o b t a i n  a summary 

q u a n t i t y  z=2,0. 



w h e r e  

T h e  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  P o  a n d  Q a r e  t h e  same a s  f o r  

z=1.2. 

F i g u r e  2 1  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  a n d  t h e  Ka lman  f i l t e r  u s e d  

w i t h  z=2.0 a n d  w i t h  a n  L - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  com- 

p o n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The  Ka lman  f i l -  

t e r  i s  s e e n  t o  o u t p e r f o r m  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l -  

t e r .  F i g u r e  2 2  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  

same t w o  f i l t e r s  when u s e d  w i t h  t h e  same c o v a r i a n c e  ma- 

t r i c e s ;  b u t ,  w i t h  a  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  compo-  

n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The s m o o t h  e m p i r i -  

c a l  B a y e s  f i l t e r  o u t p e r f o r m s  t h e  Ka lman  f i l t e r  i n  t h i s  

c a s e .  

S i n c e  t h e  d e v e l o p m e n t  s f  t h e  Ka lman  f i l t e r  assumes  

d i n u l t i  v a r i a t e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  s t a t e  d i s t u r b -  

a n c e  e r r o r ,  i t  w i l l  be  a m i n i i n u r n  v d r j a r r c e  e s t i r n a b s r  o f  



t h e  s t a t e  v e c t o r ,  p rovided  t h i s  a s s u m p t i o n  h o l d s ,  ( S e e  

Kalrnan [ % 8 ] > ,  The  smooth  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  i n  

t h i s  c a s e  c a n n ~ t  be a s  good a s  t h e  Kalman f i l l e r .  F igure  

23 p r e s e n t s  t h e  performance r a t i o s  f o r  t h e  two f i l t e r s  

when t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  i s  g e n e r a t e d  from a  

m u l t i v a r i a t e  normal d i s t r i b u t i o n  f o r  z=2.0. As s t a t e d  

above ,  t h e  Kalman f i l t e r  does ou tpe r fo rm t h e  smooth em- 

p i r i c a l  Bayes f i l t e r .  

F i g u r e  2 4  p r e s e n t s  t h e  performance r a t i o s  f o r  t h e  

smooth e m p i r i c a l  Bayes f i l t e r  when used w i t h  d i f f e r e n t  

s e t s  of  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s ;  t h a t  i s ,  f o r  z = . 8 ,  1 . 2 ,  and 

2 . 0 ,  and w i t h  an L-shaped d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  components 

of t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  I t  can be observed  t h a t  

t h e  per formance  o f  t h i s  f i l t e r  improves w i t h  i n c r e a s e  i n  

z .  F i g u r e  25 p r e s e n t s  t h e  performance r a t i o s  f o r  t h e  

same f i l t e r  f o r  t h e  same z v a l u e s  b u t  w i t h  a  U-shaped 

d i s t r i b u t i o n  on t h e  components of t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  

e r r o r .  In t h i s  c a s e  a l s o ,  t h e  performance of t h i s  f i l t e r  

i s  obse rved  t o  improve wi th  i n c r e a s e  i n  z .  

The c o v a r i a n c e  m a t r i x  Q i  of t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  

e r r o r  v e c t o r  was assumed t o  be a  c o n s t a n t  m a t r i x  i n  t h e  

development  of t h e  smooth e m p i r i c a l  Bayes f i l t e r .  This  

would r e s t r i c t  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  f i l t e r  t o  a c l a s s  

o f  p r o b l e m s  w h e r e  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n  h o l d s  t r u e ,  I t  

i s  t h u s  desired t o  Q ~ S ~ P V ~  t h e  sensitivity o f  t h e  f i l t e r  



when a p p l i e d  t o  a p r o b l e m  w h e r e  Qi  i s  different f o r  e a c h  

5 .  For  t h i s  pu rpose  t h e  c o n s t a n t  m a t r i x  Q i s  m u f t i p l i e d  

b y  a  r a n d o m  number  w h i c h  i s  g e n e r a t e d  f r o m  a  u n i f o r m  d i s -  

t r i b u t i o n  o n  t h e  i n t e r v a l  z e r o  t o  o n e ,  t o  o b t a i n  t h e  ma- 

t r i x  Q i .  S i n c e  t h e  mean o f  t h e  r a n d o m  n u m b e r s  u s e d  w i l l  

be  0 . 5 ,  t h e  z v a l u e  o n  t h e  a v e r a g e  w i l l  be  t w i c e  t h e  z 

v a l u e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h e  m a t r i x  Q .  F i g u r e  2 6  g i v e s  

t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  f o r  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  

f i l t e r  a n d  t h e  Ka lman  f i l t e r  when u s e d  w i t h  c h a n g i n g  Q 

m a t r i c e s  a n d  w i t h  a n  L - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  compo-  

n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The  K a l m a n  f i l t e r  

o u t p e r f o r m s  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r ;  h o w e v e r ,  

t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  i s  

n o t  v e r y  p o o r .  F i g u r e  2 7  p r e s e n t s  t h e  p e r f o r m a n c e  r a t i o s  

f o r  t h e  same t w o  f i l t e r s  u n d e r  t h e  same c o n d i t i o n s  a s  

a b o v e  b u t  w i t h  a  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  c o m p o n e n t s  

o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The  s m o o t h  e m p i r i c a l  

B a y e s  f i l t e r  i s  o b s e r v e d  t o  o u t p e r f o r m  t h e  Ka lman  f i l t e r  

i n  t h i s  c a s e .  

C o n c l u s i o n s  

A s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  

f o r  e s t i m a t i n g  t h e  s t a t e  v e c t o r  o f  a  d i s c r e t e  t i m e  l i n e a r  

s y s t e m  w i t h  l i n e a r  s e t s  o f  o b s e r v a t i o n s .  The d i s t r i b u -  

t i o n a l  a s s u m p t i o n s  on t h e  s t a t e  disturbance e r r o r  a s  w e 4 1  

a s  some s t  t h e  distributzunal assumptions o n  t h e  i n i t i a l  



s t a t e  v e c t o r  h a v e  been relaxed, T h e  pe r fo rmance  o f  t h i s  

f I i t e r  i s  examined by means  o f  Monte C a r l o  s i m u l a t i o n  o f  

a  r e a l i s t i c  p r o b l e m  i n  t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n .  I t  i s  

f o u n d  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h i s  f i l t e r  d o e s  n o t  d e p e n d  

s i g n i f i c a n t l y  o n  t h e  f o r m  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  

d i s t r i b u t i o n  u s e d  i n  s i m u l a t i o n .  C o m p a r i s o n s  o f  t h i s  

f i l t e r ' s  p e r f o r m a n c e  w i t h  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  Ka lman  

f i l t e r  f o r  d i f f e r e n t  s e t s  o f  p a r a m e t e r s  showed t h a t  t h e  

K a l m a n  f i l t e r  o u t p e r f o r m s  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes  f i l -  

t e r  f o r  a 1 1  u n i m o c i a l  d i s t r i b u t i o n s  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  

t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r ,  w h e r e a s  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  

B a y e s  f i l t e r  h a d  a  b e t t e r  p e r f o r m a n c e  t h a n  t h e  Ka lman  

f i l t e r  when u s e d  w i t h  a  U - s h a p e d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  com- 

p o n e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  I t  h a s  a l s o  b e e n  

o b s e r v e d  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  

B a y e s  f i l t e r  d e p e n d s  o n  t h e  r e l a t i v e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  

c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  a n d  

t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r .  The  summary q u a n t i t y  z c o n t a i n s  

t h e  i n f o r m a t i o n  o n  t h e s e  r e l a t i v e  m a g n i t u d e s ,  a n d  t h e  

p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i l t e r  i s  f o u n d  t o  i m p r o v e  w i t h  i n -  

c r e a s e  i n  z .  S i n c e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  

f i l t e r  i s  f o u n d  t o  b e  v e r y  p o o r  f o r  t h e  p r o b l e m  s i m u l a t e d ,  

i t  i s  n o t  u s e d  i n  any c o m p a r i s o n s ,  

The  Kalman f i l t e r  r e q u i r e s  a p p r o x i m a t e l y  0 . 6 6  s e c -  

o n d s  ts process o n e  observation, T h e  t i m e  t o  p r o c e s s  o n e  



o b s e r v a t i o n  u s i n g  t h e  s m o o t h  empirical B a y e s  f i l t e r  de- 

p e n d s  on t h e  n u m b e r  o f  p a s t  o b s e r v a t i o n s  u s e d ,  F o r  

t w e n t y - f i v e  p a s t  o b s e r v a t i o n s  t h e  t i m e  r e q u i r e d  was 0 . 8 2  

s e c o n d s .  H e n c e ,  i f  a f i n i t e  memory f i l t e r  w i t h  a  maximum 

o f  t w e n t y - f i v e  p a s t  o b s e r v a t i o n s  i s  u s e d ,  t h e  s m o o t h  em- 

p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  i s  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  K a l m a n  f i l t e r  

f o r  r e a l  t i m e  e s t i m a t i o n .  The  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  

f i l t e r  c a n  be  u s e d  a s  a  b a t c h  p r o c e s s o r  j u s t  a s  t h e  

K a l m a n  f i l t e r .  
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C H A P T E R  I\/ 

G E N E R A L  CONCLUSIONS A N D  DIRECTIONS 

F O R  F U T U R E  RESEARCH 

T h i s  c h a p t e r  p r e s e n t s  a  summary o f  t h e  c o n c l u s i o n s  

of t h i s  r e s e a r c h  and s u g g e s t s  d i r e c t i o n s  f o r  f u t u r e  r e -  

s e a r c h .  

Gene ra l  C o n c l u s i o n s  

The p r i m a r y  o b j e c t i v e  o f  t h i s  r e s e a r c h  was t o  s o l v e  

t h e  problem of  e s t i m a t i n g  t h e  s t a t e  v e c t o r  o f  a  d i s c r e t e  

t i m e  l i n e a r  sy s t em u s i n g  l i n e a r  s e t s  of  o b s e r v a t i o n s  and 

w i t h o u t  r e q u i r i n g  any d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n s  w h a t s o -  

e v e r  on t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  E m p i r i c a l  

Bayes d e c i s i o n  p r o c e d u r e s  a r e  used t o  o b t a i n  an e s t i m a t o r  

f o r  ,he s t a t e  v e c t o r  o f  such  a  s y s t e m .  The d i s t r i b u -  

t i o r ~ d l  a s s u m p t i o n s  on t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  t h a t  

were r e l a x e d  a r e :  ( i )  t h e  s h a p e  o r  form of t h e  d i s t r i -  

b u t > o n ,  ( i f )  t h e  n e c e s s i t y  o f  any knowledge a b o u t  t h e  

covariance m a t r i x  of  t h i s  e r r o r ,  and ( i i i )  t h e  assump-  

t i o n  o f  a  k n o w n  mean v e c t o r  which i s  u s u a l l y  z e r o .  

The r e l a x a t i o n  o f  t h e  f i r s t  a s s u m p t i o n  i s  u s e f u l  i n  

t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n  p rob lems  where u s u a l l y  no v a l i d  

physyca l  b a s i s  e x i s t  f o r  assuming  a  s p e c i f i e d  form f o r  

t h e  d i s t r i b u t i o n  on t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  

i t  l i d l 1 0  \ r q n i f ~ c d n t  I n  t h e  c a s e  o f  ~ h y s i c a l  p r u r e s s e r  

89 
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been i n v e s t i g a t e d  i n  t h i s  r e s e a r c h ,  i t  i s  c o n j e c t u r e d  

t h a t  us i r ly  a n  a r b i t r a r y  s k d r t i n y  v a l u e  f o r  t h e  i n i t i a l  

s t a t e  v e c t o r  w i l l  hampe r  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i l t e r  

u n t i l  s u f f i c i e n t  o b s e r v a t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  t o  dampen 

t h e  e f f e c t  o f  t h i s  s t a r t i n g  v a l u e .  

The  r e s u l t s  o f  M o n t e  C a r l o  s i m u l a t i o n  show t h a t  f o r  

t h e  p r o b l e m  i n v e s t i g a t e d  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s m o o t h  

e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  d i d  n o t  d e p e n d  s i g n i f i c a n t l y  o n  t h e  

t r u e ,  b u t  u n k n o w n ,  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  

e r r o r  v e c t o r .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  K a l m a n  f i l t e r  p e r -  

f o r m e d  p o o r l y  w i t h  a  n o n - u n i m o d a l  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  

d i s t r i b u t i o n  c o m p a r e d  t o  i t s  p e r f o r m a n c e  f o r  t h e  u n i m o d a l  

d i s t r i b u t i o n s .  A l s o ,  t h e  K a l m a n  f i l t e r  r e q u i r e d  a c c u r a t e  

k n o w l e d g e  o f  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b -  

a n c e  e r r o r  v e c t o r  a n d  t h e  i n i t i a l  s t a t e  v e c t o r .  A l t h o u g h  

t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  r e q u i r e s  s t o r a g e  f o r  

a l l  t h e  p a s t  o b s e r v a t i o n  d a t a ,  some s a v i n g s  a r e  o b t a i n e d  

b y  n o t  h a v i n g  t o  s t o r e  t h e  c o v a r i a n c e s  m a t r i c e s .  I t  was 

f o u n d  i n  C h a p t e r  II, t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  e s t i m a t o r  

f o r  t h e  mean o f  a  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  r a n d o m  p r o c e s s  was 

n o t  g r e a t l y  a f f e c t e d  b y  u s i n g  a  c u r t a i l e d  s e t  o f  p a s t  o b -  

s e r v a t i o n s .  I t  i s  c o n j e c t u r e d  h e r e  t h a t  t h e  same w i l l  b e  

t r u e  f o r  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r .  The  i d e a l  

n u m b e r  o f  p a s t  o b s e r v a t i o n s  t o  u s e  w i l l  d e p e n d  on  t h e  l o s s  

o f  d C C 1 A r a c ) ~  a s  c o r n p a r ~ d  t o  t h e  s a v i n g s  i n  s t o r a g e .  I n  



"tile r a s e  O T  t h c  S I ~ O O ~ ; ~  :3st1r>i(ilri i~ f o g h  t i l e  mean o f  a ;. i iul  t l -  

\.la\*l z t e  l - ~ r c o ~  p r ~ c e 5 ~ 1  i t  ~ J Z S  o b s e r \ i e d  t h a t  t h e  

improvement I n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  e s t i m a t o r  was alr i iost  

i n s i g n i f i c a n t  a s  t h e  number o f  p a s t  o b s e r v a t i o n s  u s e d  i n -  

c r e a s e d  beyond f i f t e e n ,  F i f t e e n  p a s t  o b s e r v a t i o n s  g a v e  

n e a r l y  a s  good a  p e r f o r m a n c e  a s  t h e  u s e  o f  a l l  p a s t  o b s e r -  

v a t i o n s ,  The s a n e  i s  t r u e  f o r  t h e  smooth e m p i r i c a l  Bayes 

f i l t e r  when u s e d  i n  a  l i n e a r  s y s t e m .  

The smooth e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  f o r  t h e  mean 

o f  a  t n u l t i v a r i d t e  normal random p r o c e s s  was d e v e l o p e d  a s  

a t o o l  f o r  a p p l ~ r a t i o n  t o  t i l e  p rob lem o f  e s t i m a t i n q  t h e  

s t a t e  v e c t o r  o f  t i ic  l i n e a r  s y s t e m .  However ,  t h i s  by i t -  

s e l f  p r e s e n t s  an o r i g i n a l  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  e x i s t i n q  

emu1 1 - i ca l  Bayes I I t e r a t u r e  f o r  e s t i m a t i o n  i n  t h e  m u 1  t i  - 

v a t  7 c ~ l  e  not-ind; C I : S L ~ *  ' ~ J I I o ~ ,  1 d e t a i l e d  i n v e s t i q a t i o n  o f  

t l - ( 1  r l r o p e r t i c :  i ~ r  i n  r c  c l s l i l n a t o r  was n o t  under ta I<e t i  i n  

tcil r e s e a r c h  s i n c e  i e  w a s  n o t  a  p r i m a r y  o b j e c t i v e .  I t  

w a .  q b s e r v e d  b ;  ) ? a r t 7  z l g d  K r u t c h k o f f  [24] t h a t  t h e  p e r -  

fob > \ ? ~ e  n f  t l . t .1 r O l 1 1 a  t r ~ c a l  Bayes e s t i m a t o r  d e p e n d e d  on 

t t - i~  7 i r n P n s l o ~  o r  t i l e  v c c t ~ r  b e i n g  e s t i m a t e d .  As t h e  d i -  

1neiis;on 1ncr4eased  beyond t h r e e  t h e  p e r f o r m a n c e  d r o p p e d  

o f f  s h a r p l y .  T l n c ?  t h e  s v o a t h  e m p i r i c a l  Bayes e s t i ~ ~ i a t o r  

~ P Y L  I o ~ e i i  i n  r i l l s  v ~ ~ r i ~ v ~  1 1  ) ] a s  f o u n d  t o  pe r fo r rn  q u i t e  

s , ~ t ~ - , , i i c r o i  I 3~ : n i  J s I X  d , ~ - ~ ~ ? ~ ~ o n a i  v e c t o r  p r o c e s s ,  1 t 

( i t  P i  , -  ( - i t  l r d ? c \ i i ' l  r i 0 0 ~ j  f o p  d T171d I ? P ~  



d r r f i e n 5 1 o n a l  process. T h e  d ~ n i e f > s ; o n  o f  t h e  p r o c e s s  ; "as  

c h o s e n  t o  b e  s ! x  w l t h  a  f o r e r ~ q h t  59 l a t t e r  a p p l ~ c a t ~ o ~  

s n  t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n ,  

T h i s  s m o o t h  e s t i m a t o r  d i d  r e q u i r e  m o r e  k n o w l e d g e  

t h a n  t h e  u s u a l  m a x i m u m  l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  a g a i n s t  w h i c h  

t h e  c o m p a r i s o n s  w e r e  m a d e .  The u s u a l  m a x i m u m  l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r  c a n n o t  u s e  p a s t  o b s e r v a t i o n s ,  i f  t h e  r a n d o m n e s s  

o f  t h e  mean  v e c t o r  i s  a s s u m e d .  A l t h o u g h  t h e  e x i s t e n c e  o f  

t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  i s  r e q u i r e d  t o  f o r m  t h e  l i k e l i h o o d  

f u n c t i o n ,  t h e  a c t u a l  v a l u e  o f  t h i s  c o n d i t i o n a l  c o v a r i a n c e  

n i d t r i x  i s  n e t  n e c e s s a r y  f o r  u s i n g  t h e  m a x i m u m  l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r .  I n  m a n y  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n s  p a s t  o b s e r v a t i o n s  

a r e  a v a i l a b l e  a n d  t h e  c o n d i t i o n a l  c o v a r i a n c e  m a t r i x  c a n  

b e  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n s  o b t a i n e d  a t  e a c h  t i m e  

p o i n t ,  i f  i t  i s  u n k n o w n ,  H e n c e ,  t h e  a d d i t i o n a l  i n f o r m a -  

t - i o r ~  r e q u i r e d  f o r  t h e  u s e  o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  

e s t i i n a t o r  i s  n o t  u n d u l y  r e s t r i c t i v e  i n  m a n y  p r a c t i c a l  s i t -  

~ l i ; t ; d  n n s ,  

A s u m m a r y  q u a n t i t y  z  w h i c h  s u m m a r i z e d  t h e  i n f o r r n a -  

t i o n  i n  t h e  r e l a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  c o v a r i 2 n c e  

~ n a t r i x  o f  t h e  o b s e r v a b l e  r a n d o m  v e c t o r  a n d  t h e  c o v a r i a n c e  

m a t r i x  o f  t h e  p r i o r  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r ,  i s  u s e d  

t o  i n d e x  d i f f e r e n t  s e t s  o f  d a t a  u s e d  i n  t h e  M o n t e  C a r l o  

- i m u i a t i o r i .  O b s e i v a i i o r i s  made f r o m  t h e  r e s u l t s  o W i e  

- ?  r i L i  i 6 t l 0 1 1  j u s i ; ? f l p r i  t h o  'ASe o f  t h 1 5  Si?'iii77ary V a i h c '  ; 



s u i t a b l e  i n d e x  o f  p e r f o r m a n c e .  I n  a  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n ,  

t h e  p r i o r  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  p a r a m e t e r  r e m a i n s  u n -  

known  a n d  a t  b e s t  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  u s i n g  a l l  a v a i l a b l e  

p a s t  i n f o r m a t i o n .  The  summary  q u a n t i t y  z may t h u s  b e  

e s t i m a t e d  u s i n g  t h e  t w o  e s t i m a t e d  c o v a r i a n c e  m a t r i c e s ,  

a n d  t h i s  e s t i m a t e  o f  z c a n  b e  r e v i s e d  a t  e a c h  t i m e  p o i n t  

a s  m o r e  d a t a  become a v a i l a b l e .  T h e s e  e s t i m a t e d  z v a l u e s  

c a n  t h e n  b e  u s e d  a s  a n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  i m p r o v e m e n t  t o  

b e  e x p e c t e d  o v e r  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  u s u a l  maximum 

l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r .  

F o r  t h e  c a s e  o f  t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  

f o r  u s e  i n  a  l i n e a r  s y s t e m ,  a n  e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d  f o r  

t h e  summary  q u a n t i t y  z .  H o w e v e r ,  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h i s  

q u a n t i t y  i n  a  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n  r e q u i r e s  k n o w l e d g e  o f  

t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  

v e c t o r .  S i n c e  t h i s  q u a n t i t y  w i l l  b e  u s e d  o n l y  a s  a n  i n d i -  

c a t i o n  o f  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i l t e r ,  a n  e s t i m a t e  o f  

t h i s  c o v a r i a n c e  m a t r i x  c a n  b e  u s e d  i f  a  s u i t a b l e  e s t i m a t o r  

i s  a v a i l a b l e .  

A p e r f o r m a n c e  m e a s u r e  o f  t h e  f i l t e r  i s  d e f i n e d  a s  

t h e  r a t i o  o f  t h e  t r a c e  o f  t h e  mean s q u a r e d  e r r o r  m a t r i x  

t o  t h e  t r a c e  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  c o v a r i a n c e  m a t r i x .  

A d e c r e a s e  i n  t h e  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e  i s  t h e  same a s  a n  

i m p r o v e m e n t  i n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  f i l t e r .  I t  i s  o b -  

s e r v e d  t h a t  t h e  pe r fo rmance  o f  t h e  smooth e m p i r i c a l  B a y e s  



f i l t e r  improves  a s  t h e  i n d e x  z i n c r e a s e s ,  p r o v i d i n g  a19 

o t h e r  p a r a m e t e r s  remain  unchanged .  

A d d i t i o n a l  Area s  f o r  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  

T e c h n i q u e s  Developed i n  t h i s  Resea r ch  

The e s t i m a t o r  f o r  t h e  mean of  a  m u l t i v a r i a t e  normal 

random p r o c e s s  has  many a p p l i c a t i o n s .  For an e x a m p l e ,  

c o n s i d e r  a  c l i n i c  w i t h  a  number o f  p a t i e n t s ,  e a c h  o f  whom 

u n d e r g o e s  a  s e r i e s  o f  t e s t s  a t  c e r t a i n  i n t e r v a l s  o f  t i m e .  

The t e s t s  may d e t e r m i n e  t h e  c o u n t s  r e d  b lood  c e l l s ,  w h i t e  

b lood  c e l l s  o r  some s p e c i f i c  b a c t e r i a  and t h e  c o n c e n t r a -  

t i o n s  o f  c e r t a i n  s a l t s  and s u g a r  i n  t h e  u r i n e .  S i n c e  

t h e s e  a r e  a l l  o b s e r v a t i o n s ,  t h e  t r u e  v a l u e s  o f  t h e  c o u n t s  

and t h e  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  unknown. I f  i t  i s  assumed t h a t  

t h e  t r u e  v a l u e s  have a  t i m e  i n v a r i a n t  d i s t r i b u t i o n  and 

t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n s  a r e  c o n d i t i o n a l l y  n o r m a l l y  d i s t r i -  

b u t e d  w i t h  t h e s e  t r u e  v a l u e s  a s  t h e  means ,  t h e n  t h e  s i t u a -  

t i o n  i n  t h i s  c a s e  w i l l  be i d e n t i c a l  t o  t h e  one d e s c r i b e d  

i n  C h a p t e r  1 1 .  U n i v a r i a t e  a n a l y s i s  s h o u l d  n o t  be u s e d  i n  

t h i s  c a s e  s i n c e  t h e  c o u n t s  and t h e  c o n c e n t r a t i o n s  may be 

c o r r e l a t e d  and t h u s  a  u n i v a r i a t e  a n a l y s i s  would i g n o r e  

v a l u a b l e  r e l a t e d  i n f o r m a t i o n .  A number of  o b s e r v a t i o n s  

w i l l  be r e q u i r e d  a t  e ach  t i m e  p o i n t  s o  t h a t  t h e  c o n d i -  

t i o n a l  c o v a r i a n c e  m a t r i x  can  be e s t i m a t e d  i f  i t  i s  unknown 

Fcr  a n o t h e r  example  c o n s i d e r  a machine  which p r o c -  

e s s e s  b a t c h e s  of d i f f e r e n t  t y p e s  o f  componen t s .  Suppose  



t h a t  e a c h  t y p e  o f  c o m p o n e n t  h a s  c e r t a i n  s i g n i f i c a n t  d i m e n -  

s i o n s  w h i c h  a r e  m e a s u r e d  f o r  a s a m p l e  o f  f i x e d  s i z e  f r o m  

e a c h  b a t c h .  T h e s e  m e a s u r e d  d i m e n s i o n s  w i l l  v a r y  f r o m  

s a m p l e  t o  s a m p l e  a n d  a l s o  w i t h i n  a  s a m p l e  f r o m  o n e  u n i t  

t o  a n o t h e r .  The  mean d i m e n s i o n s  f o r  a  b a t c h  c a n  b e  u s e d  

f o r  q u a l i t y  c o n t r o l  p u r p o s e s .  A s s u m i n g  t h a t  t h e  m e a s u r e d  

d i m e n s i o n s  f o r  a  s a m p l e  a r e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  a b o u t  

t h e  mean d i m e n s i o n s  f o r  t h a t  b a t c h ,  t h e  e s t i m a t o r  f o r  t h e  

mean o f  a  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  r a n d o m  p r o c e s s  c a n  be  u s e d  

t o  e s t i m a t e  t h e  mean d i m e n s i o n s .  The  s i g n i f i c a n t  d i m e n -  

s i o n s  f o r  a l l  t y p e s  o f  c o m p o n e n t s  s h o u l d  b e  p u t  t o g e t h e r  

i n  a  v e c t o r  f o r m  s i n c e  t h e  d e v i a t i o n s  o f  t h e  m e a s u r e d  

d i m e n s i o n s  f o r  d i f f e r e n t  c o m p o n e n t s  may b e  c o r r e l a t e d  d u e  

t o  t h e  w e a r ,  t e a r  a n d  d e t e r i o r a t i o n  o f  t h e  m a c h i n e  w i t h  

e a c h  b a t c h  b e i n g  p r o c e s s e d .  

The  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  

s t a t e  v e c t o r  i n  a  l i n e a r  d y n a m i c  s y s t e m  c a n  b e  u s e d  i n  

f o r e c a s t i n g .  C o n s i d e r  f o r  e x a m p l e  f o r e c a s t i n g  o f  t h e  

p r i c e s  o f  d i f f e r e n t  s t o c k s  i n  t h e  s t o c k  m a r k e t .  I t  i s  

p o s s i b l e  t h a t  t h e  p r i c e s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  s t o c k s  b e i n g  

c o n s i d e r e d  a r e  c o r r e l a t e d .  By m o d e l l i n g  t h e  t i m e  s e r i e s  

o f  t h e  p r i c e s  a s  a  l i n e a r  d y n a m i c  s y s t e m  a n d  c o n s i d e r i n g  

f o r e c a s t s  o b t a i n e d  f r o m  o t h e r  s o u r c e s  a s  t h e  o b s e r v a t i o n s  

t h e  s m o o t h  e m p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r  c a n  be  u s e d  f o r  f o r e -  

c a s t i n g  t h e  f u t u r e  p r i c e s .  T h e  s t a t e  transition a n d  t h e  



s t a t e - t o - o b s e r v a t i o n s  r e l a t i o n s h i p  m a t r i x  will be r e q u i r e d  

t o  be e s t i m a t e d  from t h e  p a s t  o b s e r v a t i o n s .  

D i r e c t i o n s  f o r  F u t u r e  Resea r ch  

As an immedia te  e x t e n s i o n  o f  t h i s  r e s e a r c h ,  i n v e s -  

t i g a t i o n  c o u l d  be u n d e r t a k e n  t o  modi fy  t h e  smooth e m p i r -  

i c a l  Bayes f i l t e r  i n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  p rob lem of e s t i -  

ma t i ng  t h e  s t a t e  v e c t o r  o f  a  l i n e a r  sy s t em when t h e  s t a t e  

d i s t u r b a n c e  e r r o r  i s  c o r r e l a t e d  i n  t i m e .  A random p r o c e s s  

c o r r e l a t e d  i n  t i m e  i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  t o  a s  b e i n g  " c o l -  

o r e d " .  A c o m p l e t e l y  a r b i t r a r y  dependency  s t r u c t u r e  i s  

d i f f i c u l t  t o  h a n d l e  and c e r t a i n  r e s t r i c t i o n s  i n  t h e  d e -  

pendency s t r u c t u r e  may need t o  be i n t r o d u c e d .  ( S e e  Mar tz  

[23]  f o r  a  p o s s i b l e  t y p e  o f  dependency  s t r u c t u r e ) .  

As a n o t h e r  e x t e n s i o n  o f  t h i s  r e s e a r c h ,  a  new f i l t e r  

c o u l d  be d e v e l o p e d  which would r e l a x  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  

a s s u m p t i o n s  on t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  a s  we l l  a s  t h e  s t a t e  

d i s t u r b a n c e  e r r o r .  The a s s u m p t i o n  of G a u s s i a n  o b s e r v a t i o n  

e r r o r  u sed  i n  t h i s  r e s e a r c h  was j u s t i f i e d  i n  C h a p t e r  I 

u s i n g  t h e  most  common form of  t h e  " C e n t r a l  L i m i t  Theo rem" .  

For an e x a m p l e ,  assume t h a t  two o b s e r v a t i o n  d e v i c e s  were  

a v a i l a b l e  and t h a t  t h e i r  i n h e r e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  we re  

s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  so  t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  i n -  

t r o d u c e d  w i t h  t h e  u se  o f  o n e  was s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  

f rom t h e  o b s e r v d t i o n  e r r o r  i n t r o d u c e d  w i t h  t h e  u se  of t h e  

o t h e r .  I f  i t  i s  a l s o  assumed t h a t  o n l y  o n e  d e v i c e  can  b e  



used a t  a t ime  and t h a t  t h e  c h o i c e  depends  on c e r t a i n  

c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  s y s t e m ,  t h e n  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  

i n  t h i s  c a s e  c o u l d  c o n c e i v a b l y  be non-unimodal  and t h e  

a s s u m p t i o n  o f  G a u s s i a n  e r r o r  c o u l d  n o t  h o l d .  

Ano the r  a r e a  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  i s  t h e  a r e a  o f  non- 

l i n e a r  f i l t e r i n g .  A n  i n i t i a l  a p p r o a c h  c o u l d  be t o  d e f i n e  

t h e  sy s t em i n  a  manner t h a t  would p e r m i t  t h e  s e p a r a t i o n  

of t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  s o  t h a t  i t  may be e s t i m a t e d  

u s i n g  e m p i r i c a l  Bayes d e c i s i o n  p r o c e d u r e s .  T h i s  may r e -  

q u i r e  t h e  f u n c t i o n s  i n v o l v e d  i n  t h e  sy s t em t o  be s i n g l e -  

v a l u e d  and t o  p o s s e s s  u n i q u e  i n v e r s e s .  The i n v e r s e  f u n c -  

t i o n s  may be e x p l i c i t l y  r e q u i r e d ,  t h u s  l i m i t i n g  t h e  

c l a s s e s  o f  f u n c t i o n s  t h a t  can be c o n s i d e r e d ,  a l t h o u g h ,  

t h e o r e t i c a l  s t i p u l a t i o n  o f  an i n v e r s e  f u n c t i o n  i s  p o s s i b l e  

f o r  e v e r y  f u n c t i o n  which has  a  u n i q u e  i n v e r s e .  C o n t i n u i t y  

may a l s o  be r e q u i r e d  t o  be assumed f o r  t h e s e  f u n c t i o n s .  

The a r e a  o f  n o n - l i n e a r  f i l t e r i n g  s h o u l d  p r o v i d e  a  

t r emendous  o p p o r t u n i t y  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h .  Once t h e  

problem men t ioned  above  i s  s o l v e d ,  f u r t h e r  r e l a x a t i o n s  of 

t h e  a s s u m p t i o n s  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  t h i s  s o l u t i o n  c o u l d  

open u p  more a r e a s  o f  r e s e a r c h .  

C o n c l u s i o n s  

T w o  o r i g i n a l  c o n t r i b u t i o n s  h a v e  been made by t h i s  

r e s e a r c h .  A s m o o t h  e m p i r i c a l  Bayes e s t i m a t o r  h a s  Seen 

deve loped  f o r  e s t i r n a t i n c j  t h e  mean o f  a  m u 1  t i v a r i a t e  uloriiial 



random p r o c e s s .  T h i s  e s t i m a t o r  was d e m o n s t r a t e d  t o  p e r -  

form q u i t e  s a t i s f a c t o r i l y  by  means of Monte C a r l o  s in iu l a -  

t i o n  of sample  p r o b l e m s .  T h i s  e s t i m a t o r  was t h e n  u sed  t o  

d e v e l o p  a  smooth e m p i r i c a l  Bayes f i l t e r  f o r  e s t i m a t i n g  

t h e  s t a t e  v e c t o r  of a  d i s c r e t e  t i m e  l i n e a r  sy s t em w i t h  

l i n e a r  s e t s  o f  o b s e r v a t i o n s .  By means o f  a  r e a l i s t i c  e x -  

ample i n  t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n  t h e  p e r f o r m a n c e  of t h i s  

f i l t e r  has  been examined u s i n g  Monte C a r l o  s i m u l a t i o n .  

I n  a d d i t i o n ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  r e s e a r c h  s h o u l d  s e r v e  

a s  a  f o u n d a t i o n  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  i n  t h e  a r e a s  i n d i c a t e d  

i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  
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A P P E N D I X  A 

MONTE CARL0 SIMULATION COMPUTER PROGRAM 

OF CHAPTER I1 

A. Title: 

A Monte Carlo simulation program for the smooth empi- 

rical Bayes estimator for the mean of a multivariate 

normal random process developed in Chapter 11. 

1 .  Programmer--Satish J. Kamat. 

2. Machine--1BM 360/50. 

3. Language--Fortran IV. 

4. Date Completed--Spring 1970. 

5. Compiler--OS/360 (HASP I1 System). 

6. Approximate Compile Time--0.73 minutes. 

7. Approximate Lines of Output--600 (excluding pro- 

gram listing). 

8. Approximate Core-space Used--33,250 bytes. 

B. Purpose: 

This program simulates one hundred replications of a 

mu1 tivariate normal random process as described in 

Chapter I 1  and obtains the estimate of the mean 

squared error matrix at each observation stage of 

the smooth empirical Bayes estimator for the mean of 

this process. 



C .  R e s t r i c t i o n s :  

T h i s  program h a s  b e e n  w r i t t e n  f o r  a s i x - d i m e n s i o n a l  

p r o c e s s .  

D .  D e f i n i t i o n s :  

1 .  S u b r o u t i n e s :  

a .  M A I N - - T h e  m a i n  p r o g r a m  a c t s  a s  a  m o n i t o r  i n  

s i m u l a t i n g  t h e  r a n d o m  p r o c e s s  a n d  c a l l s  v a r -  

i o u s  s u b r o u t i n e s .  I t  a l s o  p e r f o r m s  t h e  com- 

p u t a t i o n s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  t h e  mean 

s q u a r e d  e r r o r  m a t r i c e s .  

b .  I N P U T - - T h i s  s u b r o u t i n e  r e a d s  t h e  i n p u t  i n f o r -  

m a t i o n .  

c .  MTRXOP--Th is  s u b r o u t i n e  p e r f o r m s  v a r i o u s  

m a t r i x  o p e r a t i o n s  d e p e n d i n g  o n  a n  i n p u t  p a r a -  

m e t e r .  

d .  G J R - - T h i s  s u b r o u t i n e  i n v e r t s  t h e  g i v e n  m a t r i x  

u s i n g  t h e  G a u s s - J o r d a n - R u t i s h a u s e r  m e t h o d  

w i t h  d o u b l e  p i v o t i n g .  

e .  SUMRZ- -Th is  s u b r o u t i n e  o b t a i n s  t h e  summary  

q u a n t i t i e s  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  1 1 .  

f .  S I M L T E - - T h i s  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  t h e  r a n d o m  

n u m b e r s  f o r  t h e  p r o c e s s .  

3. EMPEST- -Th i s  s u b r o u t i n e  c a l c u l a t e s  t h e  e s t i -  

m a t e  o f  t h e  rnean v e c t o r  o f  t h e  process. 
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- 
h .  M T F - -  T h i s  s u b r o u t i n e  p e r f o r m s  t r i a n g u l a r  

f a c t o r i z a t i o n  o n  t h e  g i v e n  m a t r i x  u s i n g  

K r a u t  f a c t o r i z a t i o n .  

i. VARCOR--This s u b r o u t i n e  o b t a i n s  t h e  e s t i m a t e s  

o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  u s i n g  c o v a r i a n c e  c o r r e c -  

t i o n .  

j .  RANDU--This  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  r a n d o m  num- 

b e r s  i n  t h e  r a n g e  o f  0 . 0  t o  1 . 0 .  

k .  GAUSS--Th is  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  r a n d o m  num- 

b e r s  f r o m  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  

m. PURGE2- -Th is  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  r a n d o m  

n u m b e r s  f r o m  a  member o f  t h e  P e a r s o n  f a m i l y  

o f  d i s t r i b u t i o n s .  

2 .  S u b r o u t i n e s  C a l l e d  B y :  

a .  MAIN- - INPUT,  MTF, MTRXOP, GJR, S U M R Z y  PURGE2, 

SIMLTE,  EMPEST. 

b .  SUMRZ--MTRXOP, GJR. 

C .  SIMLTE--GAUSS, MTRXOP. 

d .  EMPEST--MTRXOP, GJR, VARCOR. 

e .  GAUSS--RANDU. 

3 .  S u b s c r i p t e d  V a r i a b l e s  i n  MAIN:  

a .  R S ( 1 0 0 ) - - S t o r e s  t h e  r a n d o m  numbers  g e n e r a t e d  

b y  P U R G E Z .  

b ,  R D S ( 3 O O ) - - S t o r e s  t h e  r a n d o m  n u m b e r s  f o r  t h e  

elements s f  t h e  mean f o r  f i f t y  s t a g e s .  



c .  R ( 6 , 6 ) - - C o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  x .  

d .  R 1 ( 6 , 6 ) - - T r i a n g u l a r  f a c t o r  m a t r i x  o f  R .  

e .  R I N V ( 6 , 6 ) - - I n v e r s e  o f  R .  

f .  X ( 6 , 5 0 ) - - M a t r i x  w h i c h  s t o r e s  t h e  v e c t o r  x 

f o r  f i f t y  s t a g e s .  

g .  X L S ( 6 ) - - M a x i m u m  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  o f  t h e  

mean.  

h .  E N X N ( 6 ) - - F i r s t  i t e r a t i o n  e s t i m a t e  o f  t h e  

mean u s i n g  s m o o t h  E. B .  e s t i m a t o r .  

i. E N X N 1 ( 6 , 5 0 ) - - M a t r i x  w h i c h  s t o r e s  t h e  e s t i -  

m a t e  ENXN f o r  f i f t y  s t a g e s .  

j . E N X N Z ( 6 ) - - S e c o n d  i t e r a t i o n  e s t i m a t e  o f  t h e  

mean u s i n g  s m o o t h  E. B. e s t i m a t o r .  

k .  T ( 6 ) - - T h e  mean o f  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  

m .  C O V 1 ( 6 , 6 , 5 0 ) - - S t o r e s  t h e  mean s q u a r e d  e r r o r  

m a t r i c e s  f o r  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n .  

n .  C O V 2 ( 6 , 6 , 5 0 ) - - S t o r e s  t h e  mean s q u a r e d  e r r o r  

m a t r i c e s  f o r  t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n .  

4 .  I m p o r t a n t  N o n - S u b s c r i p t e d  V a r i a b l e s  i n  MA IN :  

a .  I I I X - - T h e  s e e d  f o r  PURGEZ. 

b .  NREP--Number o f  r e p l i c a t i o n s .  

c .  V A R - - V a r i a n c e  o f  n u m b e r s  g e n e r a t e d  b y  PURGEZ. 

d .  L N - - I n d e x  o f  r e p l i c a t i o n .  



E .  Input a n d  Output: 

1 .  Input: 

Card 1--(I4)--ISEED, the seed for GAUSS. 

Card 2--(I4)--K, the number of observations 

generated at each stage. 

Cards 3 to 8--(6F10.6)--R, one row of the 

matrix on each card in sequence. 

Cards 9 and 10--Specification cards for 

PURGE2. 

2. Output: 

First Page--R, R 1 ,  RINV. 

Second Page--Z, the summary quantities. 

Third Page--Parameters in PURGEZ. 

Subsequent Pages--The mean squared error 

matrices, described in detail in the output. 



F ,  F l o w  C h a r t  o f  M A I N :  

S e t  N R E P  t o  

I n i t i l i a z e  
m a t r i c e s  

C a l l  SUMRZ t o  
o.btain summary 



S t a r t  a new 



e r ro r  m a t r l c e s  



C O M M O N / B L K I  / R / B L K Z / E S E E D  9 K I / B L K 3 / R I / B i K 4 / R D S / B L K 5 / X  
C O M M O N / Z 2 / R S / Z 1 1 / I I % X  
D I M E N S I O N  RS(100),RDS(300),R(656)9Rl(6P6)9RIIVV(636)9 

1X(6,5O),XLS(6>,ENXN(6j~ENX7(695O)9E[dXN2(6)9T(6) 
D I M E N S I O N  COV1(6,6,50)  ,COV2(6,6,50) 
CALL INPUT 

1 FORMAT ( 6 F 1 4 . 8 )  
PRINT 1 ,  R 
I I I X  = 519 
NREP = 100  
D O  1 6  1=1 ,6 
D O  1 6  J=1 ,6 
D O  16  K = l  ,50 
COVI(I,J,K) = 0 .  

1 6  COV2( I ,J ,K)  = 0 .  
CALL MTF (R1 ,R,6) 
PRINT 1 ,  R1 
D O  5 I = 1 , 6  
DO 5 J = l  ,6 

5 RINV(I,J) = R(I,J)/FLOAT(KI) 
CALL MTRXOP (RINV ,R1 ,R ,6 ,6,6,6,5)  
Z E R O  = 0 .  
CALL GJR (RINV,G9ZERO,MSING,6,6) 
IF (MSING.EQ.~) GO T O  200 
PRINT 1 ,  R I N V  
V A R  = 0 . 5  
CALL SUMRZ (R,RINV,VAR) 
DO 95 LN=1 , N R E P  
D O  15 1=1 $ 6  
DO 15 J=1 ,50 

15 X ( 1 , J )  = O .  
D O  1 0  I = 1 , 3  

I F  ( 1 . ~ i . 1 )  CALL PURGE2(2,5) 
G O  TO 1 8  

17 CALL PURGE2(2,5) 
18  CONTINUE 

I J  = ( I - 1 ) * 1 0 0  
D O  1 0  J=1,100 

1 0  RDS(IJ+J) = R S ( J )  
D O  90 K=1 ,50 
KN = ( K - 1 ) * 6  
CALL SIMLTE ( K )  
D O  20 I = 1  , 6  
T ( 1 )  = RDS(KN+I) 

20 x L % ( I )  = X ( 6 , K )  
CALL EMPEST (K,MINV,X,ENXN,I,XLS) 
DO 3 0  1 = 1 , 6  



30 E N X " i ( I , K )  = ENXN(I) 
CALL E M P E S T  (K,RIMV,ENXI,EMXM2,29XbS) 

45 F O R M A T  ( 6 F 1 0 . 6 , / )  
DO 4 0  f = 1  ,6 
DO 40 J=1 $ 6  
COVl(I,J,K) = COVl(E,J,K)+(ENXN(I)-RDS(KN+I))*(ENXN( 

1~)-RDS(KN+J)) 
40 COVZ(I,J,K) = COVZ(I,J,K)+(ENXN2(1)-RDS(KN+I))*(ENXN 

IZ(J)-RDS(KN+J)) 
90 CONTINUE 
9 5  CONTINUE 

DO 100 I=1 ,6 
DO 1 0 0  J=1 ,6 
DO 100 K=1,50 
COVI (I ,J,K) = COVI (I ,J ,K)/FLOAT(NREP) 

100 COV2(I,J3K) = COV2(IYJ,K)/FLOAT(NREP) 
DO 1 5 0  K=l $ 5 0  
PRINT 102, K 
PRINT 1 0 4 ,  ((COV1(I,J,K),J=l96),I=1,6) 
TR = 0. 
DO 1 2 0  1=1 ,6 

1 2 0  TR = TR+COV~(I,I,K) 
PRINT 105, T R  
PRINT 1 0 3 ,  K 
PRINT 104, ((COVZ(I,J,K) ,J=1 ,6) ,I=1 ,6) 
T R  = 0. 
D O  1 3 0  I=1,6 

130 TR = TR+COV2(I,I9K) 
PRINT 105, T R  

1 5 0  CONTINUE 
1 0 2  FORMAT (1H0,78H COVARIANCE MATRIX FOR E.B. ESTIMATOR 

1 (FIRST APPROXIMATION) FOR EXPERIMENT NO.,I3,/) 
103 FORMAT (1H0,79H COVARIANCE MATRIX FOR E.B. ESTIMATOR 

1 (SECOND APPROXIMATION) FOR EXPERIMENT NO.,I3,/) 
104 FORMAT (1X,6F18.8) 
1 0 5  FORMAT (1H),29H TRACE O F  T H E  ABOVE MATRIX IS,F18.8) 
2 0 0  CALL EXIT 

END 

SUBROUTINE INPUT 
C O M M O N / B L K l / R / B L K 2 / I S E E D 9 K  
DIMENSION R(6,6) 

5 F O R M A T  ( 1 4 )  
95 F O R M A T  ( 6 F I O - 6 )  

R E A D  5 ,  I S E E D , K  
D O  20 I = 9 , 6  

20 R E A D  1 5 ,  ( R ( 1 , 9 ) , % = 1  ,6) 
R E T U R K  
E N D  



KBP = I . . . ,  C = AXB 
= 2 . . , ,  6 = A+B 
= 3 . . . .  C = A-B 
= 4 . . . .  B = A TRANSPOSE 
= 5 . . . .  C = A 

DIMENSION A(K,L),B(M,N),C(K,N) 
GO T O  (10,30,50,70,90), KOP 
DO 20 J=1 ,K 
DO 20 J=1 ,N 
C(1,J) = 0. 
DO  20 IJ=1 ,M 
C(I,J) = c(I,J)+A(I,IJ)*B(IJ,J) 
GO T O  1 2 0  
E = 1 .  
CONTINUE 
DO 40 1=1 ,K 
DO 40 J=1 ,L 
C(I,J) = A(I,J)+E*B(I,J) 
G O  T O  120 
E = -1. 
G O  T O  3 5  
DO 80 1=1 ,L 
DO 80 J=1,K 

E = 0. 
G O  T O  3 5  
RETURN 
END 

SUBROUTINE GJR (A,NN,EPS,MSING,IS,ISl) 
INTEGER P,Q 
DIMENSION A(IS,IS1) ,B(125) ,C(125) ,P(125) ,Q(125) 
N = N N  
IF (EPS.LE.0.) EPS = 9.E-26 
MSING = 1 
DO 1 0  K=l,N 
PIVOT = 0 .  
DO 20  I=K,N 
BQ 2 0  J=K,M 
H F  (ABS(A(I,J))-ABS(PEVOT)) 28 ,20 ,30  

30  = A ( I , J )  
P g K )  = I 
Q ( K )  - 3 



CONTINUE 
E F  ( A B S ( P I V O T ) - E P S )  $ o , ~ Q , ~ Q  
XF ( P ( K ) - K )  6 0 , 8 0 , 6 0  
D O  70  J = S , N  
L  = P ( K )  
Z = A ( L , J )  
A ( L , J )  = A ( K , J )  
A ( K , J )  = z 
I F  ( Q ( K ) - K )  8 5 , 9 0 , 8 5  
DO 100  I = 1  ,N 
L  = Q ( K )  
z = A ( I , L )  
A ( I , L )  = A ( 1 , K )  
A ( I , K )  = z 
C O N T I N U E  
DO 1 1 0  J = 1 , N  
I F  ( J - K )  1 3 0 , 1 2 0 , 1 3 0  
B ( J )  = I . / P P V O T  
C ( J )  = I .  
GO T O  1 4 0  
B ( J )  = - A ( K , J ) / P I V O T  
C ( J )  = A ( J , K )  
A ( K , J )  = 0 .  
A ( J , K )  = 0 .  
DO 1 0  I = 1 , N  
DO 1 0  J = 1  ,N 
A ( I , J )  = A ( I , J ) + C ( I ) * B ( J )  
DO 1 5 5  M = l  ,N 
K  = N-M+1  
I F  ( P ( K ) - K )  1 6 0 , 9 7 0 , 1 6 0  
DO 1 8 0  1-1 ,N 
L = P ( K )  
z = A ( I , L )  
A ( I , L )  = A ( I , K )  
A ( I , K )  = z 
I F  ( Q ( K ) - K )  1 9 0 , 1 5 5 , 1 9 0  
DO 1 5 0  J-1 ,N 

= Q ( K )  
Z = A ( L , J )  
A ( b , J )  = A ( K , J )  
A ( K , J )  = z 
C O N T I N U E  
R E T U R N  
P R I N T  4 5 ,  P ( K ) , Q ( K ) , P I V O P  
F O R M A T  ( 7 6 H O S I N G U L A R  M A T R I X 3 H  I = 1 3 , 3 H  d = X 3 , 7 H  P I V O T  

l = E l 6 , 8 / )  
P4SIMG - 2 
GO TO 159 
E N D  



SUBROUTINE S U M R Z  (W,RINV,VAW) 
DIMENSION R ( ~ , ~ ) , R I N V ( ~ , ~ ) , P ( ~ ~ ~ ) ~ Q ( ~ ~ ~ ) ~ Z ( Q )  
DO 1 0  % = I  ,6 
DO 18 J = 1 , 6  
P(I,J) = 0. 
IF ( 1.EQ.J ) P(I,J) = 1 ./VAR 

10 CONTINUE 
CALL MTRXOP (P,RINV,Q,6,6,6,6,2) 
ZERO = 0. 
CALL GJR ( Q 9 6 , Z E R 0 ,  MSING,6,6) 
IF (MSING.EQ.2) STOP 
CALL MTRXOP (R,Q,P,6,6,6,6,3) 
D O  2 0  1=1 ,6 

2 0  Z(1) = P(LI)/Q(191) 
2 5  FORMAT (1Hl,40H T H E  SUMMARY QUANTITIES Z ARE AS FOLL 

10WS,/) 
2 6  FORMAT (1X96F10.3) 

PRINT 2 5  
PRINT 2 6 ,  Z 
RETURN 
END 

SUBROUTINE SIMLTE (N) 
C 0 M M O N / B L K 2 / I S E E D 9 K / B L K 3 / R 1 / B L K 4 / R D S / B L K 5 / X  
DIMENSION R ~ ( ~ , ~ ) , R D S ( ~ O O ) , X ( ~ ~ ~ O ) , Y ( ~ ) , Z ( ~ )  
I N  = (N-1)*6 
DO 2 0  1=1 ,K 
DO 10 J = 1  ,6 
CALL GAUSS (ISEED,l.,O.,RN) 

1 0  Y(J) = RN 
CALL MTRXOP (R1 ,Y ,Z  ,6,6,6,1 ,1 ) 
DO 1 5  J = l  ,6 

1 5  X(J,N) = (Z(J)+RDS(IN+J))/FLOAT(K)+X(J,N) 
2 0  CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE EMPEST (K,RINV,TX,ENX,IN,XN) 
COMMON/SLKl /R/BLK4/RDS 
DOUBLE PRECISION EB,QZ,DEN,QA 
DIMENSION RDS(300),T(6),RINV(6~6)PP(696),XN(6),Q(6), 

I X J ( 6 )  ,X(6,50) ,PQ(Q) 9Q!(!) $Q2(6) $ENX(6) *R(G96) 
DIMENSION TX(6,5O),Q3(6) 
EF(IN.GT.I) G O  ao  2s 
A K  = K 
A = A K * * & - . I M )  



b t l l  =: ( K - 4 ) * 6  
D C  1 6  I = 7  , 6  
T ( I )  = R D S ( M N + E )  
DO 20 1=1 , 6  
DO 2 0  J=1 ,6 
P(I,J) = RINV(I,J) 
IF (1.EQ.J) P(I,J) = P(I,J+~ ./(A*A) 
CONY INUE 
CALL MTRXOP (RINV,XN;Q,6,6,6,1 $ 1 )  
ZERO = 0. 
CALL GJR (P96,ZERO,MSING,6,6) 
I F  (MSING.EQ.Z) STOP 
CONTINUE 
DO 2 6  1=1 ,6 
D O  2 6  J=1 ,K 
X(I,J) = TX(1,J) 
CONTINUE 
D O  35 I=1 ,6 
Q2(I) = 0. 
DEN = 0. 
DO 7 0  J=l ,K 
DO 40 1=1 ,6 
XJ(I) = X(I,J) 
Ql(I) = Q(I)+XJ(I)/(A*A) 
CALL MTRXOP (P ,Q1 ,PQ ,6,6,6,1 ,1) 
B = 0. 

DO  60 1=1 $6 
Q2(I) = Q2(1)+~1(1)*EB 
DEN = DEN+EB 
CONTINUE 
DO 80 1-1 $6 
Q2(I) = Q2(I)/DEN 
DO 75 I= 1  $6 
QA = Q2(I) 
Q3(I) = SNGL(QA) 
CALL MTRXOP (PSQ3,ENX,6,6,6,1,1) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MTF (A,B,N) 
DIMENSION A(N,N),B(N,N) 
DO 90 $ = = I  ,N 
D O  1 0  % = 3  ,N 
U ( 1 , J )  = 0 .  
D O  70 3.1.1 ,N  



D O  9 0  I - 1 , N  
C = 43. 
L = J-a 
I F  ( L . )  40,40,20 

50 DO 3 0  K=S ,L 
3 0  c = c+A(I,K)*A(J,K) 
40 CONTINUE 

I F  (I-J) 50,50,60 
50 A(I,J) = SQRT(B(I,J)-C) 

GO TO 70 
60 A(I,J) = (B(I,J)-c)/A(J,J) 
7 0  CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE VARCOR (T,X,K) 
COMMON/BLKl / R  
DIMENSION R(6,6) ,T(Q,50) , X ( 6 , 5 0 )  ,SUMT(G) ,SQT(6) 3 C O V  

7T(6) 
I F  (K-1) 10,10,25 

10 DO 15 1=1,6 
SUMT(1) = T(I,1) 
sqr(r> = r(I,i)*u(I,i) 

15 CONTINUE 
DO 20 I=1,6 

20 X(I,4) = T(I,l) 
RETURN 

25 CONTINUE 
DO 30 I=i ,6 
SUMP(1) = SUMT(I)+T(I,K) 

3Q SQT(I) = SQT(I)+T(I,K)*T(I,K) 
DO 35 I = 1  ,6 

3 5  COVT(I) = (sQT(I)*K-sUMT(I)*SUMT(I))/(K*(K-1)) 
DO 45 1.14 ,6 
B = (COVT(I)-R(I,I))/COVT(I) 
I F  (B.LT.0) B = 1.0 
A = SQRT(B) 
DO 40  d = l  ,K 

40 X(I ,J) = A*T(I ,J)+(I .-A)*SUMI(I)/K 
45 CONTINUE 

RETURN 
E N D  

SUBROUTINE R A N D Y  ( I X , T Y , Y F L )  
I V  - 1k*65539 
I &  ( l Y )  5 , 6 , 6  



5 I Y  = I V + 2 7 $ 7 4 8 3 6 4 7 + 1  
6 Y F L  -- I Y  

YFL - Y F L * . 4 6 5 6 6 1 3 E - 9  
R E T U R N  
END 

SUBROUTINE G A U S S  ( IX ,S ,AM,Y )  
A  = 0 .  
DO 50 1 - 1  , I 2  
C A L L  R A N D U  ( I X , I Y , Y )  
I X  = I Y  

50 A  = A+Y 
V = ( A - 6 . 0 ) * S + A M  
R E T U R N  
END 



A P P E N D I X  U 

M O N T E  C A R L O  SIMULATION C O M P U T E R  P R O G R A M  

O F  C H A P T E R  I 1 1  

A .  T i t l e :  

A Monte C a r l o  s i m u l a t i o n  program t o  s i m u l a t e  the  

s amp le  p rob lem i n  t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n  p r e s e n t e d  i n  

C h a p t e r  I  I  I .  

1 .  P r o g r a m m e r - - S a t i s h  J .  Kamat. 

2 .  Machine--1BM 3 6 0 / 5 0 .  

3 .  L a n g u a g e - - F o r t r a n  I V .  

4 .  Da te  Completed--Summer 1970 .  

5 .  Compi le r - -OS/360  ( H A S P  I 1  S y s t e m ) .  

6 .  Approx imate  Compile  T ime- -0 .74  m i n u t e s .  

7 .  Approx imate  L i n e s  o f  Ou tpu t - -600  ( e x c l u d i n g  p r o -  

gram l i s t i n g ) .  

8 .  Approx imate  Core -Space  Used - -42 ,500  b y t e s .  

B .  P u r p o s e :  

T h i s  program s i m u l a t e s  one hundred  r e p l i c a t i o n s  o f  

f i f t y  o b s e r v a t i o n  s t a g e s  f o r  t h e  sample  p rob lem i n  

t r a j e c t o r y  e s t i m a t i o n .  D i f f e r e n t  f i l t e r s  c an  be 

used  f o r  t h e  e s t i m a t i o n  by c h a n g i n g  t h e  s u b r o u t i n e  

FILTER d e s c r i b e d  1 a t e r .  



6. R e s t r i c t i o n s :  

T h i s  p r o g r a m  h a s  b e e n  w r i t t e n  f o r  sample  p r o b l e m  a n d  

a s  s u c h  c a n  h a n d l e  c o n s t a n t  s t a t e  t r a n s i t i o n  a n d  o b -  

s e r v a t i o n - t o - s t a t e  r e l a t i o n  m a t r i c e s .  The  MAIN p r o -  

g r a m  w i l l  n e e d  m o d i f i c a t i o n  f o r  u s e  i n  c a s e  o f  c h a n g -  

i n g  m a g n i t u d e s  o f  t h e s e  m a t r i c e s .  

D e f i n i t i o n s :  

1 .  S u b r o u t i n e s :  

a .  M A I N - - T h e  MAIN p r o g r a m  a c t s  a s  a  m o n i t o r  i n  

s i m u l a t i n g  t h e  p r o b l e m  a n d  c a l l s  v a r i o u s  s u b -  

r o u t i n e s .  I t  a l s o  p e r f o r m s  t h e  c a l c u l a t i o n s  

n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  mean s q u a r e d  e r r o r  m a t r i -  

c e s .  

b .  F I L T E R - - T h i s  s u b r o u t i n e  e s t i m a t e s  t h e  s t a t e  

v e c t o r  u s i n g  o b s e r v a t i o n s  a v a i l a b l e .  

c .  S I M L T E - - T h i s  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  t h e  r a n d o m  

n u m b e r s  f o r  t h e  s i m u l a t i o n .  

d .  EMPEST- -Th is  s u b r o u t i n e  e s t i m a t e s  t h e  s t a t e  

d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r  f o r  t h e  s m o o t h  em- 

p i r i c a l  B a y e s  f i l t e r .  

e .  M T F - - T h i s  s u b r o u t i n e  p e r f o r m s  t r i a n g u l a r  

f a c t o r i z a t i o n  o n  t h e  g i v e n  p o s i t i v e  d e f i n i t e  

s y m m e t r i c  m a t r i x  u s i n g  K r a u t  f a c t o r i z a t i o n .  

f ,  V W R C Q R - - T h i s  s u b r o u t i n e  t r a n s f o r m s  the  v e c -  

t o r s  used by E M P E S T  by u s i n g  c o v a r i a n c e  

c o r r e c t i o n .  



g .  M T R X O P - - T h i s  sub rou t ine  p e r f o r m s  var ious  

m a t r i x  o p e r a t i o n s  depending u p o n  a n  i n p u t  

p a r a m e t e r .  

h .  G J R - - T h i s  s u b r o u t i n e  i n v e r t s  t h e  g i v e n  m a t r i x  

u s i n g  t h e  G a u s s - J o r d a n - R u t i s h a u s e r  m e t h o d  

w i t h  d o u b l e  p i v o t i n g .  

i. OUTPUT--This s u b r o u t i n e  p r i n t s  t h e  mean 

s q u a r e d  e r r o r  m a t r i c e s  f o r  t h e  g i v e n  f i l t e r .  

j .  RANDU--This s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  random num- 

b e r s  i n  t h e  r a n g e  o f  0 . 0  t o  1 . 0 .  

k .  GAUSS--Th is  s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  random num- 

b e r s  f r o m  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  

m .  PURGE2--This s u b r o u t i n e  g e n e r a t e s  random 

numbers  f r o m  a  member o f  t h e  P e a r s o n  f a m i l y  

o f  d i s t r i b u t i o n s .  

2 .  S u b r o u t i n e s  C a l l e d  By: 

a .  MAIN--MTF, MTRXOP, GJR, PURGE2, SIMLTE, 

F ILTER,  OUTPUT. 

b .  FILTER--MTRXOP, EMPEST, GJR. 

C .  SIMLTE--GAUSS, MTRXOP. 

d .  EMPEST--MTRXOP, GJR, V A R C O R .  

e .  GAUSS--RANDU. 

3 .  S u b s c r i p t e d  V a r i a b l e s  i n  M A I N :  

a .  C Q V 9 ( 6 , 6 , 5 0 ) - - S % ~ r e s  t h e  mean s q u a r e d  e r r o r  

matrices For a 4 1  o b s e r v a t i o n  s t a g e s .  



Q ( 6 , 6 ) - - T h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  c o v a r i -  

a n c e  m a t r i x .  

P0 (6 ,6 ) - -The  i n i t i a l  s t a t e  c o v a r i a n c e  m a t r i x .  

R ( 6 , 6 ) - - T h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  c o v a r i a n c e  

m a t r i x .  

Q L T ( 6 , 6 ) - - L o w e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x  f a c t o r  o f  

Q * 

P L T ( 6 , 6 ) - - L o w e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x  f a c t o r  o f  

PO. 

RLT(6 ,6 ) - -Lower  t r i a n g u l a r  m a t r i x  f a c t o r  o f  

R .  

X H A T ( 6 ) - - E s t i m a t e  o f  t h e  s t a t e  v e c t o r  X .  

X B A R ( 6 ) - - E s t i m a t e  o f  t h e  l a s t  s t a t e  v e c t o r  

mapped b y  t h e  s t a t e  t r a n s i t i o n  m a t r i x .  

X ( 6 ) - - T h e  s t a t e  v e c t o r .  

XNEW(6)--The s t a t e  v e c t o r  b e f o r e  t h e  a d d i t i o n  

o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r .  

R S ( 1 0 0 ) - - S t o r e s  t h e  random numbers  g e n e r a t e d  

b y  PURGE2. 

R D S ( 3 0 0 ) - - S t o r e s  t h e  random numbers  f o r  t h e  

e l e m e n t s  o f  t h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  f o r  

f i f t y  o b s e r v a t i o n  s t a g e s .  

U ( 6 ) - - T h e  s t a t e  d i s t u r b a n c e  e r r o r  v e c t o r .  

V ( 6 ) - - T h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r  v e c t o r ,  

~ ( 6 ~ 6 ) - - T h e  s t a t e  t r a n s i t i o n  m a t r i x .  



r. H ( 6 , 6 ) - - T h e  o b s e r v a t i o n - t o - s t a t e  r e l a t i o n  

m a t r i x .  

s .  A Y ( 6 ) - - T h e  o b s e r v a t i o n  v e c t o r  b e f o r e  t h e  

a d d i t i o n  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  e r r o r .  

t, Y ( 6 ) - - T h e  o b s e r v a t i o n  v e c t o r .  

u .  YSTORE(6,50) - -Stores  t h e  o b s e r v a t i o n s  f o r  

a l l  o b s e r v a t i o n  s t a g e s .  

v .  R I N V ( 6 , 6 ) - - I n v e r s e  o f  t h e  m a t r i x  R .  

w .  XO(6) - -The i n i t i a l  s t a t e  v e c t o r .  

4.  I m p o r t a n t  N o n - S u b s c r i p t e d  V a r i a b l e s  i n  MAIN: 

a .  I I I X - - T h e  seed  f o r  PURGE2. 

b .  NREP--Number o f  r e p l i c a t i o n s .  

c .  ISEED--The s e e d  f o r  GAUSS. 

d .  I N - - I n d e x  f o r  number o f  r e p l i c a t i o n .  

E. I n p u t  and  O u t p u t :  

1 .  I n p u t :  

C a r d s  1  t o  6 - - ( 6 F 1 2 . 8 ) - - F ,  one  r o w  o f  t h e  m a t r i x  

o n  e a c h  c a r d  i n  sequence .  

C a r d s  7 t o  1 2 - - ( 6 F 1 2 . 8 ) - - H ,  o n e  r o w  o f  t h e  m a t r i x  

o n  e a c h  c a r d  i n  sequence ,  

C a r d  13 - - (6F13 .3 ) - -XO,  t h e  i n i t i a l  s t a t e  v e c t o r .  

C a r d  1 4 - ~ ( 1 4 ) - - N R E P ,  t h e  number o f  r e p l i c a t i o n s .  

C a r d  1 5 - - ( I 4 ) - - I S E E D ,  t h e  s e e d  f o r  GAUSS. 

C a r d s  1 6  t o  2 1 - m ( 6 F 1 3 . 3 ) - - 4 ,  one r o w  o f  t h e  ma- 

t r i x  o n  e a c h  c a r d  i n  s e q u e n c e .  



Cards 22 to 27--(6F13.3)--PO, one row of the ma- 

trix on each card in sequence. 

Cards 28 to 33-(6F13.3)--R, one row o f  the matrix 

on each card in sequence. 

Cards 34 and 35--Specification cards for PURGE2. 

2. Output: 

First Page--F, H ,  XO, NREP, ISEED, Q, PO, R ,  

QLT, PLT, RLT, RINV. 

Second Page--Parameters in PURGE2. 

Subsequent Pages--The mean squared error matri- 

ces, described in detail in the output. 



F. F l o w  Chart o f  M A I N :  

Initil iaze + 
Read Q, 7 

QLT, PLT, RLT 

Call G J R  
to obtain 





A c c u m u l a t e  mean 
s q u a r e d  e r r o r s  

i n t o  C O V l  



C a l l  OUTPUT iL: 



C O M M O N / B b K T / R D S , P L T F Q b 1 5 R b T , X 9 U 9 V  
C O M M O N / B L K 2 / H , W , X B A R 9 X H A T  
GOMMON/BLK3/K,ISEED 
COMMOM/BLK4/RINV , I N  
COMMON/BLK6/XO 
COMMON/Z2/RS/Zll/IIIX 
DIMENSION COV1(6,6,50),Q(6,6),P0(6,6),R(6,6),QLT(6,6 

1 ) ,PLT(6,6) ,RLT(6,6) JHAT(6) ,XBAR(6) ,X(6) ,XNEW(6) ,RS( 
2100) ,RDS(300) ,U(6) ,V(6) ,F(6,6) ,H(6,6) ,AY(6) ,Y(6) ,YST 
3ORE(6,50),RINV(6,6),XO(6) 
I I I X  = 519 
READ 5, ((F(I,J),J=l ,6),1=1 ,6) 
READ 5, ((H(I,J),J=1,6),1=1,6) 
PRINT 5, F 
PRINT 5, H 

5 FORMAT (6F12.8) 
READ 6, XO 
PRINT 6, XO 

6 FORMAT (6F13.3) 
7 FORMAT (lX,6F14.3) 

DO 20 1 = 1  ,6 
DO 20 J = l  ,6  
DO 20 K=l ,50 

20 COVl(I,J,K) = 0. 
RE A D  25, NREP,ISEED 
PRINT 25, NREP,ISEED 

25 FORMAT (14) 
READ 6, ((Q(19J),J=1,6),I=1,6) 
READ 6, ((PO(1,J) ,J=1 ,6) ,I=1 $6) 
READ 6, ((R(1 ,J) ,J=1 ,6) ,I=1 ,6) 
PRINT 6, Q 
PRINT 6, PO 
PRINT 6, R 
CALL MTF (QLT,Q,6) 
CALL MTF (PLT,PO,6) 
CALL MTF (RLT,R,6) 
PRINT 6, QLT 
PRINT 6, PLT 
PRINT 6, RLT 
CALL MTRXOP (R,F,~INv,6,6,6,6,5) 
ZERO = 0. 
CALL GJR (RINV,6,ZERO,MSING,6,6) 
IF (MSING.EQ.2) STOP 
PRINT 5, R I N V  
DO 1 5 6  I N = l  , N R E P  
DO 30 I = l  ,6  

30 X H A T ( 6 )  = X O ( I )  
GALL M T R X O Q  (F ,XHAP,XBAR,Q56 ,6 ,1 , f )  
D O  $0 I = l  * 3  
I F  ( 4 N - 1 )  3 1 , 3 9 , 3 3  



34 I F ( $ - 7 )  3 2 , 3 2 , 3 3  
3 2  CALL PURGE2(9 , 5 )  

GO 56 3 %  
3 3  C A L L  P U R G E 2 ( 2 , 5 )  
3 5  I 9  = ( I - 1 ) * 9 0 0  

DO 3 6  9 = 1 , 1 0 0  
3 6  RDS( IJ+J)  = R S ( J )  
4 0  C O N T I N U E  

P R I N T  5 ,  RDS 
DO 1 4 0  K = 1  $ 5 0  
C A L L  S I M L T E  
C A L L  M T R X O P  ( F , X , X N E W , 6 , 6 , 6 , 1 , 1 )  
C A L L  M T R X O P  (XNEW ,U ,X ,6  $ 1  , 6 , 1  , 2 )  
C A L L  M T R X O P  ( H 9 X , A Y , 6 , 6 , 6 , 1 , 1 )  
DO 6 0  I = 1  , 6  

6 0  Y S T O R E ( I , K )  = Y ( I )  
C A L L  F I L T E R  ( Y , K )  
C A L L  M T R X O P  ( F 9 X H A T , X B A R , 6 , 6 , 6 , 1 , 1 )  
DO 7 0  1=1 , 6  
DO 7 0  J - 1  , 6  

7 0  COVI( I ,J ,K)  = COVI(I,J,K)+(XHAT(I)-x(I))*(xHAT(J)-X( 
1 J ) )  

1 4 0  C O N T I N U E  
1 5 0  C O N T I N U E  

C A L L  O U T P U T  ( C O V 1 , N R E P )  
C A L L  E X I T  
END 

S U B R O U T I N E  F I L T E R  ( Y , K )  
C 0 M M O N / B L K 2 / H , R 9 X B A R , X W A T  
C O M M O N / B L K 5 / Z 9 T H E T A  
D I M E N S I O N  H ( ~ , ~ ) , H T ( ~ , ~ ) , R ( ~ , ~ ) , H H I N V ( ~ , ~ ) , X B A R ( ~ ) , H  

1 X ( 6 )  , Z ( 6 , 5 0 )  , H H I N V H ( 6 , 6 )  , T H E T A ( 6 )  , U H A T ( 6 )  $ X H A T ( 6 )  , Y  ( 
2 6 )  

C A L L  M T R X O P  ( H  , H T , R , 6  , 6 , 6 , 6 , 4 )  
C A L L  M T R X O P  ( H T , H , H H I N V , 6 , 6 , 6 , 6 , 1 )  
C A L L  MTRXOP ( H , X B A R , H X , ~ , ~ , ~ , ~ , ~ )  
DO 1 0  1 = 1  ,6 

10 Z ( I , K )  = Y ( 1 ) - H X ( 1 )  
C A L L  E M P E S T  
Z E R O  = 0 .  
C A L L  G J R  (HHINV,G,ZERO,MSING,6,6) 
I F  ( M S I N G . E Q e 2 )  S T O P  
C A L L  M T R X O P  (HHINV9HT,HMINVH,6,6,6,g,l) 
CALL MTRXOP ( H H I N V W , 5 H E T A , U W A T , 6 9 Q 9 6 9 1  - 1 )  
CALL M T R X O P  (UHAT,XBAR,XWAT,6,7 $ G 9 1  g2) 
R E T U R N  
E N D  



S U B R O U T I N E  SGMLTE 
C Q M M Q N / B L K 1 / R D S , P h T 9 Q L T P R L T 9 X 9 U 9 \ B  
C O M M O N / B L K 3 / K 9 1 S & E D  
C O M M O N / B L K 6 / X Q  
D I M E N S I O N  A X ( ~ > , P L T ( ~ , ~ ) , X ( ~ ) , A U ( ~ ) , R D S ( ~ ~ ~ ) , Q L T ( ~ , ~  

1 , U ( 6 )  , R L T ( 6 , 6 >  , A V ( 6 )  , V ( 6 )  , X Q ( 6 )  
I F  ( K - 1 )  1 0 , 1 0 , 3 0  

90 C O N T I N U E  
DO 2 0  I = 1  ,6 
C A L L  G A U S S  ( I S E E D , I . , O . , R N )  

2 0  A X ( I )  = R N  
C A L L  M T R X O P  ( P L T  , A X , X , 6 , 6 , 6 , 1  ,1 )  
DO 2 5  I=l ,- 

2 5  X ( I )  = X ( I ) + X O ( I )  
3 0  C O N T I N U E  

K J  = ( K - 9 ) * 6  
DO 40  J = 1 , 6  

40  A U ( J )  = R D S ( K J + J )  
C A L L  M T R X O P  ( Q L T , A U , U , 6 , 6 , 6 , 1 , 1 )  
DO 5 0  1 = 7 , 6  
C A L L  G A U S S  ( I S E E D , ~ . , O . , R N )  

5 0  A V ( 1 )  = R N  
C A L L  M T R X O P  ( R L T , A V 9 V , 6 , 6 , 6 , 1 , 1 )  
R E T U R N  
E N D  

S U B R O U T I N E  E M P E S T  
C O M M O N / B L K 3 / K , I S E E D  
C O M M O N / B L K 4 / R I N V 9 1 N  
C O M M O N / B L K 5 / T X , E N X  
D O U B L E  P R E C I S I O N  E B , Q Z , D E N , Q A  
D I M E N S I O N  R D S ( ~ ~ ~ ) , T ( ~ ) , R I N V ( ~ , ~ ) , P ( ~ , ~ ) , X N ( ~ ) , Q ( ~ ) ,  

l X J ( 6 )  , X ( 6 , 5 0 )  , P Q ( 6 )  , Q 1 ( 6 )  , Q 2 ( 6 )  , E N X ( 6 )  , R ( 6 , 6 )  , Q 3 ( 6 ) ,  
2 T X ( 6 , 5 0 )  

DO 5  1=1 ,6 
5  X N ( I )  = T X ( I , K )  

A K  = K  
A  = A K * * ( - . 0 4 )  
K N  = ( K - 1 ) * 6  
DO 20 I = 1 , 6  
DO 2 0  d = 9  $ 6  
P( I ,J)  = R P N V ( I , J )  
IF (E.&Q.J) P ( I , J )  = P ( I  , J ) + l  . / ( A * A )  

2 0  C O N T I N U E  
C A L L  M T R X Q P  ( W I N V , X N , Q , 6 , 6 , 6 , 1 , 9 )  
Z E R O  = 0 .  
C A L L  GJR ( P , G , Z E R O , M S I N G , 6 , 6 )  
r F  ( M S I N G . ~ Q , ~ )  S T O P  
C A L L  V A R C O R  (IX,X,KJ 



- 3 m
 

n
 

-
h
 

3
 

h
Z

 
0
 - 

Z
 - 

1
5

 
"
Z
 

- 
\
 

a
-
 

n
 

3
 - 

-
M

 
Y

 
O

n
 
O

 
Q

"
 

- 
I 

-
n

 
0

3
 

m
u

-
 

Z
 

C
U
 - 

O
M

 
3
 

L
L
"
 

"
 

U
-

)
v

 
* 

I
-
Z

 
0
 

-%
 

"
I
-
 

c-.l 

E
-
 

d
 - 

a
e

 
Q

Z
Z

 
-
Z

Z
 

-
-
I
=

 
L

i3
C

Y
 

M
 

W
 

"
n

o
-

n
 

O
m

*
 

LO
 

u
 

Z
Z

-
I
-
 

-
3

 
d

-
u

 
c
-r 0

 
ll 

I1 
II 

I1 
II 

II -
u
-
 

I1 
0
 

II 
W

 
I
-
-
u

-
3

 
3

-
 - 

Y
Q

3
3

 
h

 
3
 

='.A 
n

 
1

-
 

+
Z

I
-

 
-

Z
Z

 
0

z
0

0
3

0
0

0
7

-
"
3

o
~

H
7

0
3

-
~

 
~

W
F

-
P

-
 
*
h

h
 

U
M
 

I-- 
-
l-
-
 

"l-"=
3
 

M
E

 
H
 

II 
II 

l
l

z
 
H
 

M
Z

k
-

C
2

 
3

-
0

0
-
0

0
 

L
O

 
O

L
-
0

-
O

w
Z

 
~

~
~

O
~

~
~

~
A

~
~

V
O

H
~

C
J

Q
O

L
'

X
W

 



SUBROUTINE V A R G O R  ( T , x , K )  
GOMMON/BLKI / R  
DIMENSION R(6,6),T(6,50),X(6,50)9SUMf(6)3SQT(6)3COVT 

f ( 6 )  
I F  ( K - 1 )  10,10,25 

10 DO 15 I=1,6 
SUMT(I) = T(I,I) 
SQT(I> = T(I,I)*T(I,I) 

15 CONTINUE 
DO 20 1=1 ,6 

20 X(1,l) = T(1,l) 
RETURN 

25 CONTINUE 
DO 30 1 = 1  ,6 
SUMT(I) = SUMT(I)+T(I,K) 

30 SQT(1) = SQT(I)+T(IIK)*T(IIK) 
DO 35 I-1,6 

35 COVT(I) = (SQT(I)*K-SUMT(I)*SUMT(I))/(K*(K-1)) 
DO 45 1 = 1  ,6 
B = (COVT(1)-R(I,I))/COVT(I) 
I F  (B.LT.0) B = 1 .  
A = SQRT(B) 
DO 40 X(I,J) = A*T(I,J)+(I.-A)*SUMT(I)/K 

45 CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MTRXOP (A,B,C,K,L,M,N,KOP) 

KOP = 1 . . . .  C = AXB 
= 2 . . . .  C = A+B 
= 3 . . . .  C = A - B  
= 4 . . . .  B = A TRANSPOSE 
= 5 . . . .  C = A 

DIMENSION A(K,L),B(M,N),c(K,N) 
GO TO (10,30,50,70,90), KOP 
DO 20 I=1 ,K 
DO 20 J=l ,N 
C(I,J) = 0. 
DO 20 IJ=1 ,M 
C(I , J )  = C(I,J)+A(I ,KJ)*B(IJ,J) 
GO 1 0  1 2 0  
E = I .  
CONTINUE 
D O  4 0  I = l  , K  
DO 40 J-4 ,L 



c ( a , J >  = A(I,J)+E*B(I,J) 
G O  TO 926 
E = - 1 .  
GO TO 1 2 8  
DO 80 I=1,L 
DO 80 J=l,K 
B(1,J) = A(J,I) 
GO T O  1 2 0  
E = 0. 
GO T O  3 5  
RETURN 
END 

SUBROUTINE GJR (A,NN.EPS,MSING,IS,IS~) 
INTEGER P,Q 
DIMENSION ~ ( 1 ~ ~ 1 ~ 1 )  ,~(125) ,C(125) ,P(125) ,Q(125) 
N = N N  
IF (EPS.LE.0.O) EPS = l.E-26 
MSING = 1 
D O 1 0  K=l ,N 
PIVOT = 0. 
DO  20 I=K,N 
D O  2 0  J=K,N 
IF (ABS(A(1,J))-ABS(PIV0T)) 20,20,30 
PIVOT = A(1,J) 
P(K) = I 
Q(K) = J 
CONTINUE 
IF (ABS(PIV0T)-EPS) 40,40,50 
IF (P(K)-K) 60,80,60 
DO 7 0  J=l ,N 
L = P(K) 
Z = A(L,J) 
A(L,J) = A(K,J) 
A(K,J) = Z 
IF (Q(K)-K) 85,90,85 
DO 100 I=1 ,N 
L = Q(K) 
Z = A(I,L) 
A(1,L) = A(6,K) 
A(1,K) = P 
CONTINUE 
DO 910  J = I , N  
IF ( d - K )  9 3 0 9 5 2 8 , 1 3 8  
B ( J )  - I , / P I V O Y  
C ( J )  = 1 ,  
G O  TO I40 



930 B ( d )  = -A(K,d)/P%VOP 
c ( a )  = A ( J , K )  

1 4 0  A ( K , J )  = 0 .  
I f 0  A ( J , K )  = 0 .  

DO 1 0  I = 1  ,N 
DO 1 0  J = l , N  

1 0  A ( I , J )  = A ( I , J ) + C ( I ) * B ( J )  
DO 1 5 5  M=9 ,N 
K  = N-M+1  
I F  ( P ( K ) - K )  1 6 0 , 1 7 0 , 1 6 0  

1 6 0  DO 180  1=1 ,N 
L  = P ( K )  
Z = A ( I , L )  
A ( 1 , L )  = A ( I , K )  

180 A ( 1 , K )  = Z 
1 7 0  I F  ( Q ( K ) - K )  1 9 0 , 1 5 5 , 1 9 0  
1 9 0  DO 1 5 0  J = l  ,N 

= Q ( K )  
Z = A ( L , J )  
A ( L , J )  = A ( K , J )  

1 5 0  A ( K , J )  = Z 
1 5 5  C O N T I N U E  
1 5 1  R E T U R N  

4 0  P R I N T  4 5 , P ( K ) , Q ( K ) , P I V O T  
4 5  F O R M A T  ( l H 0 , 1 5 H S I N G U L A R  M A T R I X , 3 H  I = , I 3 , 3 H  J = , I 3 , 7 H  P  

1 I V O T = , E 1 6 . 8 , / )  
M S I N G  = 2  
GO T O  1 5 1  
E N D  

SUBROUTINE O U T P U T  (COVI,NREP) 
D I M E N S I O N  C O V 1 ( 6 , 6 , 5 0 )  

5  F O R M A T  ( 1 H 1 , 4 3 H  F O L L O W I N G  A R E  SQUARED ERROR M A T R I C E S  
l A F T E R , I 4 , 1 3 H  R E P L I C A T I O N S )  

10  F O R M A T  ( 1 H 0 , 2 0 H  FOR O B S E R V A T I O N  N O . 3 1 3 )  
1 2  F O R M A T  ( 1 X , 6 F 2 0 . 6 )  
1 5  F O R M A T  ( 1 H 0 , 2 9 H  T R A C E  O F  T H E  A B O V E  M A T R I X  I S , F 2 0 . 8 )  

P R I N T  5 ,  N R E P  
DO 20 K = 7 , 5 0  
DO 2 0  1=1 $ 6  
DO 2 0  J -1  ,6 

2 0  C O V ~ ( I , J , K )  = C O V ~ ( I , J , K ) / F L O A T ( N R E P )  
DO 30 K = I  ,50 
TR = 0 .  
D O  25 1 = 1  $ 6  

25 TR = T R + G O V I ( I , I , K )  
P R I N T  1 8 ,  K 
PRINT 12, ((COV9(~,J,K),3=l,6)~I=lg6) 
P R I N T  1 5 ,  'TR 



30  C O N T I N U E  
R E T U R N  
E N D  

SUBROUTINE RANDU (IX,IY,YFL) 
I Y  = I X * 6 5 5 3 9  
I F  ( I Y )  5 , 6 , 6  

5 I Y  = I Y + 2 1 4 7 4 8 3 6 4 7 + 1  
6 YFL = I Y  

YFL = Y F L * . 4 6 5 6 6 1 3 E - 9  
RETURN 
END 

SUBROUTINE G A U S S  ( IX ,S ,AM,Y )  
A = 0 .0  
DO 50 I = 1 , 1 2  
CALL RANDU ( I X , I Y  , V )  
I X  = I Y  

5 0  A = A+V 
Y = ( A - 6 . 0 ) * S + A M  
RETURN 
END 




