
S E M I A N A L Y T I C A L  SATELLITE T H E O R Y  A N D  S E Q U E N T I A L  E S T I M A T I O N  

S t e p h e n  P. T a y l o r  
M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  

and 
C h a r l e s  S t a r k  Drape r  L a b o r a t o r y  

P a u l  J .  C e f o l a  
M a s s a c h u s e t t s  i n s t i t u t e  of  T e c h n o l o g y  

and 
C h a r l e s  S t a r k  D r a p e r  L a b o r a t o r y  

ABSTRACT 

Kalman f i l t e r i n g  t e c h n i q u e s  a r e  combined  w i t h  a s e m i a n a -  
l y t i c a l  o z b i t  g e n e r a t o r  t o  d e v e l o p  a s e q u e n t i a l  o r b i t  d e t e r -  
m i n a t i o n  a l g o r i t h m .  The a l g o r i t h m  i s  i n v e s t i g a t e d  for com- 
p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c y ,  a c c u r a c y ,  and  r a d i u s  of  c o n v e r g e n c e  
by c o n p a r i s o n  w i t h  t r u t h  e p h e m e r i d e s  and  a C o w e l l  S p e c i a l  
p e r t u r b a t i o n s  f i l t e r  ( G T D S  FILTER). T e s t  c a s e s  r e l e v a n t  t o  
s a t e l l i t e  n a v i g a t i o n  a r e  e x a m i n e d .  

N o t a t i o n  and Symbols 

s u b - b a r  ( e . g . ,  g 1 = vec tor  

s u p e r - b a r  ( e . g . ,  K) = a v e r a g e  or mean; 
a l s o  s t a t i s t i c a l  mean 

E ( e . g . ,  € 2 )  = f o r m a l  i n d i c a t i o n  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  
q u a n t i t y  

( E  = f i r s t ,  E' = s e c o n d ,  . . .  1 
m 

&& = [o  0 0 0 0 11' 
P n = mean n o t i o n  = j ,  

f a u i n o c t i a l  E l e m e n t s  

a = s e m i m a j o r  a x i s  

h = e s i n ( w  + IQ) k = e C O S ( W  + IR) 
I I 

p = t a n  (112) s i n  R q = t a n  ( i / 2 )  c o s  R 
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X = M + u + IR = mean l o n g i t u d e  

I = retrograde  f a c t o r  

super-hat  ( e . g . ,  x^)  = p r e d i c t e d  e s t i m a t e  

s u p e r - t i l d e  (e.g., XI = updated e s t i m a t e  
% 
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1. I N T R O D U C T I O N  

The c u r r e n t  t r e n d s  i n  E a r t h  s a t e l l i t e  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  
a r e  t o w a r d  s e q u e n t i a l  f i l t e r i n g  ant! o n b o a r d  c o m p u t a t i o n  1 1 1 .  
The G l o b a l  P o s i t i o n i n g  S y s t e m  (GPSI c u r r e n t l y  employs  8r. 
o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  a l g o r i t h m  t h a t  u p d a t e s  a b a t c h  e s t i m a t e d  
n o m i n a l  t r a j e c t o r y  i n  r e a l - t i m e  u i t h  a n  e x t e n d e d  Kalmsn f i l -  
ter 1 2 1 .  T h i s  s y s t e m  i s  d e s i g n e d  t o  a c h i e v e  an  o p e r a t i o n a l  
a c c u r a c y  w i t h i n  1 . 5  m .  T e l e s a t ,  a s a t e l l i t e  c o m n u n i c a t i o n s  
s y s t e m ,  h a s  b e e n  u s i n g  a s e q u e n t i a l  s y s t e m  t o  s u p p o r t  a l l  
s t a t i o n  k e e p i n g  o p e r a t i o n s  f o r  s e v e r a l  y e a r s  now, u i t h  b o t h  
improved  a c c u r a c y  and i e d u c e d  c o s t s  1 3 1 .  Many o t h e r  a p p l i -  
c a t i o n s  e x i s t  and  w i l l  d e v e l o p  f o r '  w h i c h  t h e  t i m e l i n e s s ,  
a c c u r a c y ,  and  e f f i c i e n c y  o f  a real- t ime o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  
s y s t e m  are h i g h l y  d e s i r a b l e .  

O r b i t  d e t e r m i n a t i o n  p r o c e s s e s  r e q u i r e  two c a p a b i l i t i e s :  
t h e  a b i l i t y  t o  a c c u r a t e l y  p r o p a g a t e  a n  o r b i t ,  g i v e n  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s ;  and some e s t i m a t i o n  a l g o r i t h m  i n d i c a t i n g  hot! 
o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  s a t e l l i t e  s h o u l d  b e  u s e d  i n  u p d a t i n g  the 
e p h e m e r i s .  Advances i n  t h e  t e c h n o l o g y  o f  e i t h e r  c a p a b i l i t y  
i n p l y  c o r r e s p o n d i n g  a d v a n c e s  i n ,  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  p r o -  
c e s s e s .  P . e c e n t l y ,  much work h a s  b e e n  clone b y  P. C e f o l a ,  e t  
a l .  t 4 I ,  I 5  I ,  6 1 ,  ( 7  I o f  CSDL i n  e x t e n d i n g  S e m i z n a l y t i c a l  
S a t e l l i t e  Theory  t o  a l l o w  h i , a h l y  a c c u r s t e  and e f f i c i e n t  
o r b i t  p r o p a g a t i o n .  A .  G reen  I41 d e v e l o p e d  and  u s e d  some o f  
t h e s e  r e s u l t s  i n  a b a t c h  DC e s t i m a t i o n  a l g o r i t h m ,  i i n d i n g  
s c c u r a c i e s  and  c o n v e r g e n c e  p r o p e r t i e s  q u i t e  c o m p a r a b l e  t o  
h i g h  p r e c i s i o n  C o w e l l  r e s u l t s .  T h i s  p a p e r  e x p l o r e s  t h e  
i m p l i c a t i o n s  o f  t h e s e  a d v a n c e s  i n  S e m i a n a l y t i c a l  S a t e l l i t e  
Theory  f o r  s e q u e n t i a l  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n ,  c o n s i d e r i n g  b o t h  
a c c u r a c y  and  e f f i c i e n c y  t h r o u g h  c o m p a r i s o n  w i t h  b a t c h  a n 2  
s e q u e n t i a l  f i l t e x s  a v a i l a b l e  f rom G T D S  and  Green  141. 

The o r g a n i z a t i o n  o f  t h e  p a p e r  i s  c l i c t a t e d  b y  t h e  s t r u c -  
t u r e  o f  t h e  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  p r o b l e m .  Summaries  o f  s e m i -  
a n a l y t i c a l  s a t e l l i t e  t h e o r y  and  s e q u e n t i a l  f i l t e x i n g  a r e  
p r e s e n t e d  f i r s t .  Then t h e i r  c o m b i n a t i o n  i n t o  a n  o r b i t  de$-  
e r m i n a t i o n  a l g o r i t h m  i s  d e v e l o p e d  t o  g i v e  t h e  a l g o r i t h m  a s  
i t  w a s  i i n a l l y  i m p l e m e n t e d .  R e s u l t s  are n o t  i n c l u d e d  h e r e ;  
t h e y  will be p r e s e n t e d  a t  t h e  c o n f e r e n c e .  

2 .  SEMIANALYTICAL SATELLITE THEORY 

The a c c u r a t e  and e f f i c i e n t  p r o p a g a t i o n  o f  a n  e p h e m e r i s  
r e q u i r e s  b o t h  a p r e c i s e  model o f  t h e  f o r c e s  a c t i n g  on t!:e 
s a t e l l i t e  a n d  an a c c u r a t e  and  e f f i c i e n t  means o f  i n t e g r a t i n s  
t h e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n .  The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  are  g i v e n  
b y  Newton ' s  Second  Law a s  
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The terms f rom l e f t  t o  r i g h t  a re  t h e  s a t e l l i t e ' s  a c c e l e r a -  
t i o n ,  t h e  p o i n t - m a s s  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n ,  and  a l l  o t h e r  
( d i s t u r b i n g )  a c c e l e r a t i o n s ,  d u e  t o  d r a g ,  t h i r d  b o d i e s ,  s o l a r  
r a d i a t i o n ,  e t c .  The d i s t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n s  a re  t y p i c a l l y  
s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  smal le r  t h a n  t h e  p o i n t - m a s s  
f o r c e .  

Now a n y  i n t e g r a t o r  i s  m o s t  a c c u r a t e  and  e f f i c i e n t  f o r  
s y s t e m s  u i t h  o n l y  smal l  n o n l i n e a r i t i e s  and  low f r e q u e n c i e s  
i n  t h e  f o r c e  mode l .  H i s t o r i c a l l y ,  t h i s  f a c t  h a s  m o t i v z t e d  
t r a d e o f f s  be tween  a n a l y t i c a l  m e t h o d s ,  w h i c h  u s e  s i m p l i f i e d  
f o r c e  models  a n d  a n a l y t i c a l  a p p r o x i m a t i o n s  t o  o b t a i n  t h e  
i n t e g r a t e d  e p h e m e r i s  e f f i c i e n t l y ,  and  n u m e r i c a l  m e t h o d s ,  
u h i c h  r e t a i n  t h e  f u l l  f o r c e  model  and  u s e  h i g h  p r e c i s i o n  
n u m e r i c a l  i n t e g r a t o r s  t o  o b t a i n  t h e  i n t e g r a t e d  e p h e m e r i s  
q u i t e  a c c u r a t e l y .  

To i n c r e a s e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  an e p h e m e r i s  g e n e r a t o r ,  i t  
i s  n e c e s s a r y  t o  d e c r e a s e  b o t h  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n o n l i -  
n e a r i t i e s  a s  w e l l  as t h e  h i g h  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  t h e  f o r c e  
mode l .  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  c a n  b e  r e d u c e d  
by c h o i c e  o f  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s .  For e x a m p l e ,  K e p l e r i a n  
a n d  e q u i n o c t i a l  e l e m e n t s  i n c o r p o r a t e  t h e  e i f e c t s  o f  t h e  
p o i n t  mass a c c e l e r a t i o n ,  l e a v i n g  o n l y  t h e  d i s t u r b i n g  a c c e l -  
e r a t i o n  t o  b e  a c c o u n t e d  f o r .  The t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  c a r t e -  
s i a n  p o s i t i o n  and  v e l o c i t y  t o  s u c h  an element s e t  i s  t h e  
b a s i s  o f  Gauss '  V O P  e q u a t i o n s .  [ I n  t h e  e a r l y  d a y s  o f  modern  
s a t e l l i t e  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n ,  many e l e m e n t  s e t s  i n c o r p o r a t -  
i n g  d i f f e r e n t  componen t s  o f  t h e  d i s t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n  were 
e x p e r i m e n t e d  w i t h ;  whi le  t h e y  c o u l d  v e r y  e f f i c i e n t l y  p r o p a -  
g a t e  a n  e p h e m e r i s  s u b j e c t  t o  o n l y  t h e i r  s e l e c t e d  p e r t u r b a -  
t i o n s ,  t o  a c h i e v e  r e a l - w o r l d  a c c u r a c y  t h e y  h a d  t o  s a c r i f i c e  
a l l  e f f i c i e n c y  g a i n s  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  of  a d d i t i o n a l  p e r -  
t u r b a t i o n s . ]  The h i g h  f r e q u e n c y  c o n t e n t  i s  removed by a v e r -  
a g i n g  t h e s e  f r e q u e n c i e s  o u t ;  more f o r m a l l y ,  by t r a n s f o r m i n g  
f r o m  t h e  c u r r e n t  o s c u l a t i n g  e l e m e n t s  d e s c r i b e d  b y  t h e  V O P  
e q u a t i o n s ,  t o  mean e i e m e n t s  d e s c r i b e d  by " a v e r a g e d  V O P  e q u a -  
t i o n s . "  F o r  a n a l y t i c a l  t h e o r i e s ,  t h i s  who le  p r o c e s s  was 
d o n e  by h a n d ,  n e c e s s i t a t i n g  s i m p l i f i e d  f o r c e  m o d e l s  a n d  
a p p r o x i m a t e  m e t h o d s .  S e m i a n a l y t i c a l  s a t e l l i t e  t h e o r y ,  
d e v e l o p e d  a f t e r  c o m p u t e r s  became i n e x p e n s i v e  a n d  v e r s a t i l e ,  
u s e s  n u m e r i c a l  me thods  t o  h a n d l e  t h o s e  f o r c e  m o d e l s  t h a t  
c a n n o t  b e  a v e r a g e d  a n a l y t i c a l l y .  S i n c e  t h e  t r a d e o f f  b e t w e e n  
n u m e r i c a l  s v e r a g i n g  o f  t h e  f o r c e  model  a n d  t h e  u s e  of a h i g h  
p r e c i s i o n  i n t e g r a t o r  on  i t  i s  i n  f a v o r  o f  a v e r a g i n g  by a 
f a c t o r  o f  1 0  t o  1 0 0 ,  s e m i a n a l y t i c a l  s a t e l l i t e  t h e o r y  i s  much 
more e f f i c i e n t  t h a n  p u r e l y  n u m e r i c a l  t h e o r i e s .  T h e r e  i s  o n e  
p r o b l e m :  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  b a c k  f rom t h e  mean e l e m e n t s  t o  
t h e  o s c u l a t i n g  e l e m e n t s .  The h i g h  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  O K  
s h o r t  p e r i o d i c s  were a v e r a g e d  o u t  a n d  m u s t  be  r e c o v e r e d  
b e f o r e  t h e  mean e l e m e n t s  c a n  b e  u s e d  f o r  a n y t h i n g  o t h e r  t h a n  
l o n g  term, a p p r o x i m a t e  p r e d i c t i o n .  The p r a c t i c a l  r e c o v e r y  
of t h e  s h o r t  p e r i o d i c s  c o n s t i t u t e s  o n e  o f  t h e  i m p o r t a n t  con-  
t r i b u t i o n s  o f  t h e  r e c e n t  work a t  C S D L .  
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S e m i a n a l y t i c a l  S a t e l l i t e  Theory  C S D L  

U s i n g  t h e  y k ,  s u c h  t h a t  t h e  v a r i a n c e  of t h e  e r r o r  1~ - y is 
minimum. 509 E, a n d  v a r e  random and  u n c o r r e l a t e d ,  8 and v 
are u h i t e  n o i s e  p r o c e s s e s .  

The r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  r e q u i r e  p r o p a g a t i n g  t h e  p r o b a b i l -  
i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  ( t )  and  s re  v e r y  d i f f i c u l t  and  
e x p e n s i v e  t o  s o l v e .  A s  a r e s u l t ,  mos t  s e q u e n t i a l  o r b i t  d e t -  
e r m i n a t i o n  s c h e m e s  u s e  some s u b o p t i m a l  f i l t e r ,  u s u a l l y  

o p t i m a l  e s t i m a t i o n  p r o b l e m .  The two m o s t  common a d a p t a t i o n s  

I 

I 
I a d a p t e d  f rom t h e  Kalman f i l t e r ,  u h i c h  s o l v e s  t h e  l i n e a r  

S e m i a n a l y t i c a l  s a t e l l i t e  t h e o r y  a t  C S D L  i s  i m p l e m e n t e d  i n  
e q u i n o c t i a l  e lements  t o  a v o i d  s i n g u l a r i t y  p r o b l e m s .  The 
b a s i c  e q u a t i o n s  a r e  shown f o r m a l l y  i n  T a b l e  I .  Key t h i n g s  
t o  n o t e  a r e  t h e  d e p e n d e n c e  of t h e  mean e l e m e n t  r a t e s  on or. iy 
t h e  slowly v a r y i n g  e l e m e n t s  3, and t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  
s h o r t  p e r i o d i c s  3 ( 3, X 1 as a F o u r i e r  s e r i e s  whose c o e f f i -  
c i e n t s  s izn i la r ly  depend  on on ly .  t h e  s l o w l y  v a r y i n g  e l e m e n t s  
- a. Thus t h e  e lements  3 * and s h o r t  p e r i o d i c  c o e f f i c i e n t s  
eCa( 3 1 and <pa( 3 1 c a n  b e  and a r e  i n t e r p o l a t e d ,  a l l o w i n g  
e f f i c i e n t  e v a l u a t i o n  o f  t h e  o s c u l a t ' i n g  e l e m e n t s  f o r  many 
o u t p u t  times o t h e r  t h a n  t h o s e  on t h e  i n t e g r a t i o n  g r i d .  T h i s  
i s  s i g n i f i c a n t  s i n c e  f o r  a l l  a v e r a g e d  t h e o r i e s  t h e  computa-  
t i o n a l  c o s t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  number o f  i n t e g r a t i o n  
s t e p s .  A v e r a g i n g  a l l o w s  l a r g e  s t e p s ,  b u t  f r e q u e n t  o u t p u t  
p o i n t s  c o u l d  r e q u i r e  s m a l l  s t e p s .  

- 

- 

3 .  S E Q U E N T I A L  F I L T E R I N G  T H E O R Y  

The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  t h e  o s c u l a t i n g  s n d  mean o r b i -  
t a l  e l e n e n t s  a r e  shown i n  T a b l e  I .  They a re  n o n l i n e a r ,  t s  
are  t h e  e q u a t i o n s  f o r  r a n g e  and r a n g e  r a t e  o b s e r v a t i o n s  
g i v e n  i n  T a b l e  11. The o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  p r o b l e m  is to 
e s t i m a t e  t h e  s a t e l l i t e ' s  o r b i t  g i v e n  some i n i t i a l  ( a  p r i o r i )  
i n f o r m a t i o n  and  a ser ies  of o b s e r v a t i o n s  o v e r  t i m e .  I t  can 
b e  f o r m u l a t e d  as an o p t i m a l  e s t i m a t i o n  p r o b l e m :  

I 

h 

estimate - x ( t )  , given 

observations - 
Yk - + v  



Table I. The Equations of Semianalyt ical  S a t e l l i t e  Theory* 

Osculating Elements - a *  = [a,h,k,p,q,XIT 

Plean elements 

- -  - Osculating t o  mean transformation 
a*  = a *  + ~q (a,A) ( t h e  near  i d e n t i t y  t ransformation)  - 
da * 
d t  -6 

-1 - - 

- Osculating VQP equat ions - - -  - nE + E F(a,A) - -  

Mean VOP equations 

Mean Element R a t e  

Short  Per iodics  

P e r i o d i c i t y  of s h o r t  p e r i o d i c s  

S e r i e s  Expansion of Short  
Pe r iod ic s  

A s s u m e  

- 
d t  n& + E A (a)  -1 - 4 

m 

* Extracted from Green 1-41, which con ta ins  a good d e r i v a t i o n  
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where 

then 

where 

P a r t i a l s  

Solve Vector 

def ine  p a r t i a l s  

S t a t e  p a r t i a l s  equation 

Parameter P a r t i a l s  Equation 

I n i t i a l  condi t ions  

m 

T 
x =  - 
c =  - 

[-T .'I 
parameter vec tor  i n  fo rce  model 

- 
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T a b l e  11. Range and Range-Rate S a t e l l i t e  Observations 

O r b i t a l  elements 

Mean equ inoc t i a l  elements 
- - - -  - 

- a*  = [g ,h ,k ,p ,q ,nT  

T Osculating elements - a*  = [a,h,k,p,q,XI 

Cartesian i n e r t i a l  element t ransformation 

Cartesian local tangent  element transformation 

r = r a d i u s  t o  o r i g i n  of fram on e a r t h ' s  su r f ace  s 

XT 

range 
observation 

range r a t e  
observation 

p = J P  . P  -LT -LT 

p = -  
P 

P . v  -LT -LT 



F i l t e r .  T h e s e  a n d  o t h e r  n o n l i n e a r  f i l t e r s  a r e  d i s c u s s e d  i n  
G e l b  [ 8 1 .  

The L i n e a r i z e d  F i l t e r  is t h e  m o s t  b a s i c  a d a p t a t i o n .  The 
a p r i o r i  mean s t a t e  _ 5 ( t o )  i s  p r o p a g a t e d  f o r w a r d  i n  t i m e  t o  
g e n e r a t e  t h e  n o m i n a l  t r a j e c t o r y  

x (t 1 - N o  b l  

The p l a n t  and  o b s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  I 1 2 1  a re  t h e n  l i n e a r i z e d  
a b o u t  t h i s  t x a j e c t o r y  t o  o b t a i n  t h e  l i n e a r  p r o b l e m  

h 

e s t h a t  e Ax(t) - , given 

&(t) = F ( t )  &(t) + W i Ax(tJ - = ax, plant - 
observation Ayk = H ( t k )  Ax(tk) - + v 

where 

“k 

The s t a t i s t i c s  of A_%, w,, and  v c a r r y  o v e r  f r o m  a b o v e .  

A Kalman f i l t e r  c a n  s o l v e  t h e  e x p l i c i t  p r o b l e m  1 4 1  o p t i -  
m a l l y ,  b u t  h e r e  t h e  i m p l i c i t  d e p e n d e n c e  on  X N ( t )  makes t h e  
s o l u t i o n  s u b o p t i m a l .  An Ex tended  Kalman F i l t e r  i s  e s s e n -  
t i a l l y  a l i n e a r i z e d  f i l t e r  t h a t  s t a r t s  o v e r ,  c o m p u t i n g  a new 
n o m i n a l  t r a j e c t o r y ,  a f t e r  e v e r y  o b s e r v a t i o n .  Though a n  
E x t e n d e d  F i l t e r  p e r f o r m s  b e t t e r  t h a n  a L i n e a r i z e d  F i l t e r ,  
s i n c e  t h e  n o m i n a l  t r a j e c t o r y  i t s e l f  i s  c o r r e c t e d ,  t h e  u s e  o f  
large s t e p  s i z e s  and  i n t e r p o l a t o r s  f o r  e z f i c i e n c y  i n  t h e  
s e m i a n a l y t i c a l  e p h e m e r i s  p r o p a g a t o r  p r e c l u d e s  i t s  u s e  h e r e .  
R a t h e r ,  a m o d i f i c a t i o n  of t h e  L i n e a r i z e d  F i l t e r  w i l l  b e  
u s e d ,  a s  d i s c u s s e d  be low.  The e q u a t i o n s  f o r  a L i n e a r i z e d  
Kalman F i l t e r  a re  g i v e n  i n  T a b l e  111. 
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Table 111. Linearized Kalman F i l t e r  Equations 

Est imat ion Problem 

x ( t )  = s t a t e  t o  be est imated - 
y ( t )  = s c a l a r  observat ion of x ( t )  - 
w ( t )  = white s t a t e  process  n o i s e  - 
v ( t )  = white observat ion no i se  

X 
-0 

p l a n t  - x ( t )  = - -  f ( x , t )  + - w ; - x ( t o )  = 

observa t ions  y ( t )  = h ( x , t )  + v a t  t imes t 
i - 

rn 

E(v) = 0 , ~ ( v ( t )  v ( T ) )  = r 6 ( t  - T )  

T - 
E(x = X , E(x  x ) = P 

x w,  v a r e  uncorre la ted .  
-0' - 

-0 -0 -0-0 -0 

Linearized Kalman F i l t e r  Solut ion 
- 

x (t) = f ( 5 . t )  ; x (t 1 = X - N o  -0 - nominal t r a j e c t o r y  
-N 

pred ic t ion  of es t imate  and covariance 
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covariance p red ic t ion  

2, 
A 

P(t i , l )  = P ( t  i- 1 1 

Update of es t imate  and covariance 

(X+'ti) 
- a h  - -  

Hi a% 
observat ion p a r t i a l  

Kalman gain 

observat ion 

s t a t e  update 

covariance update 

i n  it i a l  i za t ion  

T A 

P (ti) Hi 
K. = A -1 H . P ( t . ) H :  1 1  + r 

A 
2, 
p ( t i )  = (I - K .  Hi) P ( t i )  

-1 

'L. 
P ( t o )  = 
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4. SEMIANALYTICAL K A L M A N  F I L T E R  D E S I G N  

The Kalman F i l t e r  e q u a t i o n s  as  g i v e n  i n  T a b l e  111 u s u a l l y  
a l l o w  t h e  means o f  p r o p a g a t i n g  t h e  n o m i n a l  t r a j e c t o r y  and  
t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i c e s  t o  b e  a r b i t r a r y ,  s i n c e  t h e  f i l t e r  
o n l y  r e q u i r e s  t h e  v a l u e s  a t  o b s e r v a t i o n  t i n e s .  Holzrever, 
whsn o p t i m i z i n g  t h e  c o n p u t a t i o n s  for e f f i c i e n c y ,  t h e  s t r u c -  
t u r e s  o f  t h e  i n t e g r a t o r  and  t h e  f i l t e r  may become i n t e r t -  
wined  t o  p r o d u c e  a more e f f i c i e n t  r e s u l t .  T h i s  is t h e  c a s e  
i o r  a S e m i a n a l y t i c a l  Kalman F i l t e r ,  where  t h e  use o f  i n t e r -  
p o l a t o r s  f o r  t h e  s t a t e ,  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i c e s ,  a n d  t h e  
s h o r t  p e r i o d i c  c o e i f i c i e n t s  h a s  d e f i n i t e  i m p l i c a t i o n s  f o r  
t h e  o v e r a l l  f i l t e r  d e s i g n .  

The L i n e a r i z e d  Ka lnan  F i l t e r  u s e s  o b s e r v a t i o n s  o v e r  t i m e  
t o  improve  t h e  e s t i m a t e  o f  a s a t e l l i t e ' s  o r b i t .  T y p i c a l l y  
t h e  o b s e r v a t i o n  t imes a r e  n o t  known i n  a d v a n c e ,  so t h e  
u n d e r l y i r , g  e p h e m e r i s  g e n e r a t o r  m u s t  b e  a b l e  t o  e f f i c i e n t l y  
g e n e r a t e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s t a t e  a n d  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i c e s  
a t  e s s e n t i a l l y  a r b i t r a r y  t imes and  a r b i t r a r i l y  i r e q u e n t l y .  
T h i s  requirement d o e s  n o t  d e c r e a s e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  h i g h  
p r e c i s i o n  n u n e r i c a l  i n t e g r a t c r s  ( s u c h  as A d a n s - C o u e l l ,  
e t c . ) ,  s i n c e  t h e y  a r e  c o n s t r a i n e d  t o  s m a l l  s t e p  s i z e s  anyway 
and a u t o m a t i c a l l y  g e n e r a t e  t h e  r e q u i r e d  v a l u e s  a t  many 
p o i n t s  i n  t i m e .  A n a l y t i c a l  a n d  S e m i a n a l y t i c a l  i n t e g r a t o r s ,  
on t h e  o t h e r  h a n d ,  use v e r y  l a r g e  s t e p  s i z e s ,  g e n a r a t i c g  t h e  
r e q u i r e d  s t a t e  a n d  t r a n s i t i o n  ma t r i ces  a t  o n l y  i; feu p o i n t s  
i n  t i m e .  Such i n t e s r a t o r s  u s e  i n t e r p o l a t o r s  t o  o b t a i n  t h e  
v a l u e s  a t  i n t e r m e d i a t e  p o i n t s  i n  t i n e .  The c o n t r i b u t i o n  a t  
C S C L  h z s  b e e n  t o  d e v e l o p  an i n t e r p o l a t i o n  method t h a t  
r e t a i n s  t h e  e f f i c i e n c y  o f  a n a l y t i c a l  i n t e g r a t o r s  and  a l s o  
g i v e s  v a l u e s  w i t h  t h e  a c c u r a c i e s  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t o r s .  

I n  t h e  o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  S e m i a n a l y t i c a l  Kalman F i l t e r  
i o r  e f i i c i e n c y ,  t h e  s e m i a n a l y t i c a l  i n t e g r a t o r  and  t h e  Kalman 
F i l t e r  e a c h  p l a c e  r e q u i r e m e n t s  on t h e  o t h e r .  

The u s e  o f  i n t e r p o l a t o r s  by t h e  i n t e g r a t o r  o v e r  t h e  i n t e -  
g r a t i o n  g r i d  d i c t a t e s  t h e  u s e  o f  a L i n e a r i z e d  Kalman f i l t e r  
i n s i d e  t h e  i n t e s r a t i o n  g r i d ,  a l t h o u g h  t h e  s o l v e  v e c t o r  c a n  
b e  u p d a t e d  a i t e r  p r o c e s s i n g  all t h e  o b s e r v a t i o n s  i n  t h a t  
g r i d .  

The f i l t e r ,  on  t h e  o t h e r  h a n d ,  r e q u i r e s  t h e  t r a n s i t i o n  
m a t r i c e s  Q(ti,tj+l 1, . P ( t p , t i - l  1 b e t w e e n  a d j a c e n t  o b s e r v a t i o n  
t i m e s  ti-; and  ti,. The i n t e g r a t o r  c a n  m o s t  r e ~ d i l y  s u p p l y  
t h e  t r a n s i t i o n  ma t r i ces  f r o m  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a -  
t i o n  g r i d ,  +(  t i ,  to)  # \I:( ti ,& ) .  By u s i n g  t h e  e q u a t i o n s  

-1 
@(t ,ti 1) = @ (ti-l'to) 0 -  
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w e  
9 (  
be 

ti 
C 

c a n  r e s t a t e  t h e  f i l t e r ' s  r e q u i r e m e n t  a s  s u p p l y i n g  

a l c u l a t e d  d i r e c t l y  from Q.(ti , t , ) ,  t h e  e x p e n s e  o f  comput-  
i n g  m a t r i x  i n v e r s e s  m o t i v a t e s  a n o t h e r  s o l u t i o n .  + ( t i , t  1 is 
c a l c u l a t e d  f r o m  a H e r m i t e  i n t e r p o l a t o r  u s i n g  i n t e g r g t i o n  
g r i d  v a l u e s  a n d  r a t e s .  S i n c e  t h e  r a t e  o f  (t,to 1 c a n  b e  
c a l c u l a t e d  as  

P to) \ Ir( ti P P and 0-1 ( t i ,  to 1 . Whi le  ( t i  J to C o u l d  

a s i m i l a r  H e r n i t e  i n t e r p o l a t o r  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  f o r  
( t i ,  t, 1 .  T h i s  i n t e r p o l a t o r  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  s e m i a n a -  

l y t i c a l  i n t e g r a t o r .  

The l a s t  r e q u i r e m e n t  o f  t h e  f i l t e r  on  t h e  i n t e g r a t o r  i s  
t h e  c a l c u l a t i o n  of  A ,  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  s t a t e  p r o c e s s  
n o i s e .  Due t o  t h e  d i f f i c u l t y  i n  d e f i n i n g  Q ,  t h e  p r o c e s s  
n o i s e  s t r e n g t h ,  A ,  u i l l  be  c a l c u l a t e d  as  l i n e a r  i n  t i n e  

T h i s  f o l l o w s  t h e  p r o c e d u r e  a l r e a d y  i n c o r p o r a t e d  i n  G T D S  I 9 1  
and  a p p e a r s  t o  work q u i t e  u e l l .  

The i n p l e n e n t a t i o n  o f  t h e  r e s t  o f  t h e  f i l t e r  e q u a t i o n s  i s  
s t r a i g h t f o r w a r d  and  f o l l o w s  s o f t w a r e  a l r e a d y  i n  t h e  G T D S  
F I L T E R  s u b r o u t i n e s .  

A p r o c e d u r a l  s t a t e n e n t  of t h e  f i n a l  a l g o r i t h m  f o r  i m p l e -  
m e n t i n g  t h i s  S e m i a n a l y t i c a l  Kalman F i l t e r  d e s i g n  i s  g i v e n  i n  
T a b l e  I V .  

5 .  C O N C L U S I O N S  

An a l g o r i t h m  f o r  i m p l e m e n t i n g  a S e m i a n a l y t i c a l  Kalman 
F i l t e r  h a s  b e e n  p r e s e n t e d .  Its i m p l e m e n t a t i o n  i s  c u r r e n t l y  
b e i n g  c o m p l e t e d .  Resul ts  t r i l l  be  p r e s e n t e d  a t  t h e  c o n f e r -  
e n c e .  
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Table I V .  The Semianalyt ical  Kalman F i l t e r  Algorithm 

Due t o  use of a Runge k u t t a  i n t e g r a t o r ,  w e  may consider  only one 
in t eg ra t ion  g r i d  s t e p ;  a l l  o t h e r s  a r e  processed i d e n t i c a l l y .  

Operat iom on the  In t eg ra t ion  Grid 

A 
' L n  

1. t = t  update - -  x = x + A x  - 
0 

- x =  [3 
' L A  

update P = P  

TI 
i n i t i t a l i z e  Ax - = 0 

@(to,to) = 1 

Y ( t o , t o )  = 0 

c- l ( to , t0)  = I 

save i n  '4s 

save i n  0s 

A 

s e t  up mean i n t e r p o l a t o r s  - x, Q, Y ,  d-' 

3 .  t = t + A t  se t  up i n t e r p o l a t o r s  for s h o r t  p e r i o d i c  
0 - - 

c o e f f i c i e n t s  EC (5) , E%(=) * 

6-14 



Operations on the Observation Grid 

i' 1. 

2. interpolate for x(ti) @(titto) y(ti,to) 

obtain the new observation, y(t.1, at time t = t 
1 

h 

- 
we already have @ -1 (toIti-l) in 0s 

3.  interpolate for short periodic coefficients 
- - 

Ec+ (=(ti) 1 I E% (&(ti) 1 

4. construct the osculating elements 

5. transform to Cartesian elements and construct the nominal observation 
h 

the observation residual 

and the observation partials 

6. Compute the transition matrices 

@ (ti I ti- 1 ) = Q(ti,t0) Q-l(ti lIto) = Q(ti'tO) Qs 

using @ = @ -1 (ti-l,to)I and Y s  = Y(ti-l,to) 
S 

Y(t.,ti 1) = Y(ti,t0) - @(t.,ti-l) If.', 
1 1 -  
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7. Obtain pred ic ted  solve vec to r  and covariance 

8. Complete the  update phase o f  t h e  f i l t e r .  
'L T 
P ( t l )  H 2  

T 
(Hi P ^ ( t i ) H i  + R) 

C a l c u l a t e  t h e  gain K = i 

h 
% 

update t h e  covariance P ( t i )  = (I - K H ) P ( t i )  

9. Save t r a n s i t i o n  matrices f o r  next  observa t ion  

QS = @ -1 (t ,to) 

Y s  = Y ( t i , t 0 )  

i n t e r p o l a t e d  

i n t e r p o l a t e d  i n  2 

i 

G o  to s t e p  1. 
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