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On prlsente une approche par dornaines pour le calcul d'lcoq- 
lements compressibles par des mgthqdes instatiotrnaires ou 
pseudo-instationnaires. Cette approche est fonciBe sur une 
technique ggnerale de raccord de deux domaines, dans 
lesquels on resout des systhes hyperboliques qui peuvent 
Gtre diffiirents, & l'aide de relations de cotnpatibilitg 
associees B ces systlmes. On montre der, exemples d'appli- 
cation de cette approche au calcul d'~coule~ents transso- 
niques de fluide parfait, et en particulier B 19ajustement 
des chocs. On applique ensuite cette approche ata traiternent 
d'un problgme d'interaction choc-couche limite dans un 
canal transsonique. 

La m&canique des fluides numlrique s'interesse 3 des probl&mes de plus en plus 
complexes, en particulier dans le domaine a6ronautique, que ce soit du point de 
vue des configurations giSomltriques traitles ou du point de vue de la modglisa- 
tion mathSmatique des phBnomlnes physiques. Une idee gInCrale, vers laquelle sem- 
blent converger a.ctuellement de nombreux efforts pour le traiteraent de problZimes 
complexes, et B laquelle d'ailleurs se rattachent des travoux anciens, est celle 
du calcul par domaices. Dans cette approche, le problZime du calcul de l%coulement 
dans un domaine 08 iinportant est dlcomepgC en plusieurs sous-problZimes couplgs de 
calcul d'lcoulernents dans des sous-domaines 2, , &!?a , . . . dont la reunion est 
&gale B cd . Au niveau de chaque sous-problDme, on peut escompter des avantages 
importants de deux ordres : ceux lies a la gIom8trie et ceux lies au modlle mathl- 
msatique ou numerique. 

11 sera en effet plus facile de constmire, pour chaque sous-domahe, un maillage 
bien adapt6 au sous-problhe correspondant si les sous-domaines sant effectivemenr 
d6connect6s en ee qui concerne leur millage. Une meilleure adaptation se traduira, 
1 precision donnee, par qne r6duction du ncmbte de points de calcul. 

D'autre part,llapproche par domaines donne la possibilitg d'utiliser das modZiles 
math&matiques diff6refits et des methodes ndriques difflrentes dims les divers 
sous-domaines, et donc d'utiliser le rnodlle et la methode les mieux adaptss B la 
nature de 1'~coule~ent dans chaque sous-doaaine (par exemple, effets visquaux 
nggligeables ou non, ou justiciables de I'approximation dc couche limita, Lcoule- 
ment irrotationnel, linlarisation B grande distance, etc.). 

Ainsi l'approche par domaines permet de tirer profit au mieux des conaaissances, 
pr6cises ou floues, que l'on a a prioxi sur l'lcoulement 2 calculer. La difficul- 
t6 principale que soulave cette approche vient du couplage des sous-problhes 
entre eux. 



Cette approche peut ltre vue &galenrent sous un autre aspect plus splcifiquement 
informatique, lil B l'utilisation de calculateurs a structure parallale mcrosco- 
pique (multiprocesseurs), (voir par exemple [I], [2]). Dans ce cas la d0composi- , 
tion par domaines peut ltre recherchEe uniquement pour une parallllisation opti- 
male du calcul conduisant 3 une rEduction considlrable des temps de calcul. '% 

Cependant le calcul par domaines prlsente des avantages pour le traitemnt de 
probllmes complexes mihe sur un calculateur conventionnel (sfiquentiel) et seul 
cet aspect est abordl dans le travail prlsente ici. 

L'approche par domaines a btl considlrle dljl depuis quelques anndes pour la rho- 
lution de problZmes elliptiques (par ex. [31) ; plus rlcenanent elle a 8tl mise en 
oeuvre pour des lcoulements de fluide visqueux incompressible 141, 151, 161, et 
pour des dcoulements transsoniques visqueux [7 ] .  Les travaux de Le Balleur [8] 
sur les methodhis de couplage fluide parfait-fluide visqueux ressortrnt Bgalement 
de l'approche par domines. Enfin la technique de sous-maillage et de resolution 
par zones [9] qui est mise en oeuvre ici ( 9  4.3.7) pour rlaliser un maillage 
suffisanrment fin dans la couche visqueuse est un exemple d'application de cette 
approche au problame de l'optimisation du maillage. 

Dans le present article, nous prlsentons une technique de calcul par domaines pour 
la d6termination d'Lcoulements compressibles, visquew ou non, par des mathodes 
de type instationnaire explicite. Le raccord des domaines entre eux est effectue 
d'une fason systlmatique par la mlthode des relations de campatibilit6, ce qui 
suppose que les effets dissipatifs sont nEgligeables au voisinage de la ligne de 
raccord. Aprls l'exposl du principe g6nEral de raccord ( §  2.1, on wntre des appli- 
cations en fluide parfait en particulier pour l'ajustement des ondes de choc 
( 5  3). 

On prlsente ensuite une mEthode de rlsolution des lquations de Navier-Stokes en 
fluide compressible et sa mise en oeuvre dans une approche par domaines pour le 
traitement numlrique d'un problZme dqinteraction choc-couche limite dans un canal 
transsonique ( 5  4). 

2 - CALCUL PAR DOPlAINES POUR DES PROBLEEIES HYPERBOLIOWS - 
2.1 - Principe glnEral du traitement des frontiares - 
On considlre un systlme d'lquations aux d4rivEes partielles du premier ordre, 
lcrit sous la forme conservative suivante : 

- 
03 les lbJ composantes du vecteur U sont les variables indapendantes dgcrivant 
complltement l'fitat du systhe physi ue considlrl, t est le temps et 5 des 
coordonnles d'espace. Les vecteurs 

d , en nombre figal L la dimeasion d de 
l'espace a-considlrl, sont des fonctions explicitement connues des colaposantes 
du vecteur U . Divers systhea telsque (2.1) peuvent ttre considGr&s en dynamique 
des gag. Le systame de base est celui des lquations dvEuler qui traduisent les 
lois de conservation de la masse, de la suantitl de mowenrent et de llBneraie, - - - .  
avec LJ = ( e  , 7, E)' , 03 eat la masse rmlumique, V le vestem 

vitesse et E l'lnergie totale splcifique. On peut aussi envisager das systames 
simplifils dlrives des lquations dlEul,er en utilisant des propriEtLs exactes 
connues de la solution cherchtie, ces propriltls powant ttre exactes pour des 
solutions instationnaires ou seulement pour des solutions stationnairas. Dans ce 
denier cas on a affaire B des mgthodes de type pseudo-instationnaire dans 
lesquelles le temps apparaft coma une variable d'itlration. Le lecteur trouvera 
des exemples et des applications de mLth~des pseudo-instationnaires dans Zes 
rlflrences [TO], [Ill, El21 et 1151. 



A la forme conservative (2.11, nous associons un systsrae quasi-lin&aira, bquiva- 
lent pour des solutions continues, que nous ecrivons de la manisre scnivante : 

a 9 

oil do et sont des matrices fl x M dlfinies par I - 
et oil la correspondance entre et U est biunivoque. i 
La technique de raccord de domaines que nous presentons ici n'est valable que 
pour des systhes hyperboliques dont nous rappelons les proprietbs essentielles. 
Pour une dtude plus compllte des syst&ms hyperboliques, la lccteur pourra consul- 
ter les r6£8rences-[13] et [14]. tj systhe (2.2) est hyperbolique en temps si, 
pour tout vecteur ) non nu1 de , de coqosantes ,$ , l'equation caracte- 
ristiaue en A : 

adm t m gacines rgelles, distinctes ou non, valeurs propre2 de la matrice 

%'($ 4j ) , et si les 17 vecteurs propres gauche d , rela que : 

(2.4) 

sont lineairement independants,-constituant ainsi une base de l'espace dans 
lequel on cherche la solution / . 

- 
Dans ces conditions, il existe, pour cheque vecteur propre d , une cornbinaison 
lineaire des equations (2.2) dlfinie par : 

qui ne fait intervenir que d dlrivees partielles au Lieu de df ? pour le 
systbe initial (2.2). Cette combinaison particulisre, appelle relation de compa- 
tibilite, peut encore s'bcrire sous la forme : 

1 

oil les oplrateurs, J/JF a jj %&. et %?(A) = f') 9ha-j 
representent des derivations le long des directions f , et oU les d- f 
vecteurs sont contenus dans un plan-orthogonal au vecteur 7 . 11 est alors 
clair que si les ddrivles partielles de f suivmt les directions F@) sont 
connues I l'instant to , l'bquation (2.6) peut itre consid6r6$ eoroma une Bquation 
de transport le long de _la droite de pante f I />  ) du plan ( .$, t ) at permat de 
determiner la solution f B l'instant k, "to . Cette interprdtation constitue 
le fondement de la technique ggnerale de traitement des conditions aux limites 
proposee par Viviand et Veuillot dans [ I l l ,  et dont la technique de raccord mise 
en oeuvre dans le calcul par domaines n'est qu'une extension. 

On considsre un point P de la frontisre E: , eventuellemnt mobile, du d-ina 
de calcul ~-8 ; p est la nblmale unitaire en P orientee vers llext&tOrieur du 
dzaine-2 , 2 dbsigne la vitesse nomale de ddplacearent du point f : 

w 3 . Au point P , le systhe peut ttre remplacl par un systhe equivalent 
compos6 des reJations de compatibilitl de_ la £ o m  (2.6) et d6termin8esen prenant 
pour vecteur 3 la normale extgrieure V . Avec ce choixs les darivles partiel- 
les le long des directions contenues dans Je plan tangent en P la frontisre t 
sont alors connues lorsque les varkables f sonf: connues d a m  le dowine d . La 
position de W par rapport aux PI valeurs propres A (P) ordonnges de fason 
croissante, par exemple : 

(2.7) A,  6 .... 6 A m  4 W 4 A m + ,  4 .... 4 A n  



mntre que, parmi les M relations de compatibilite (2.6), RL relatio~s 
transportent une infomation de l'extlrieur du domaine de calcul dP vers l'intg- 
rieur, et f l - r n  relations correspondent 3 un transport dans la direction oppos6e. 
Les nr premieres relations de compatibilitS ne peuvent donc ttre utilisiEes et 
doivent Gtre remplacBes par m conditions aux limites dont la nature depend 
generalement de la physique du probl8me considere. D'oil 118nonc& du principe 
suivant : 

- en un point d'une frontisre du dornaine de calcul, les variables sent d&temin&es 
B l'aide d'un systhe d'equations constitul des M - m  relations de co~llpatibilite 
associ6es aux valeurs propres telles que : 

et de m conditions aux limites. 

On notera que, pour le cas limite /\ a W , la relation de compatibilitQ corres- 
pondapte constitue une equation de transport le long de la ErontiOre Z et est 
utilis6e pour le calcul de la solution. Pour une frontilre fixe ( W m  0 ) et 
dans le cas des systhes pseudo-instationnaires que nous avons &tudi&s, le nombre 
m de conditions aux limites B imposer en un point de la f=onti8re dgpend 
exclusivement de la position du nombre de Mach normal M, , V.  3/a par rapport 
aux valeurs : - 1, 0, + I .  En revanche, pour une frontiare mobile ( W + U )  il 
n'est, en glneral, pas possible de mettre en 6videnc_e ~e-regle analogue faisant 
intervenir le nombre de Mach normal relatif MP n (Y-W). g/d , coma c'est le 
cas pour 1es Bquations d'Euler exactes. 

La mise en oeuvre pratique du principe prgcldeannent lnoncB dans m e  msthode de 
r6solution numerique du systhe (2.1) peut Otre realisee tr8g simplemmt sans 
faire intervenir directement les caractgristiques du plan ( 4 , t ),  mais en 
discretisant directement la relation de compatibilitl (2.6) lcrite sous la 

dans le maillage de base. Apras discr6tisation, la relation de conrpatibiliti% 
(2.9) peut Gtre &rite de la manilre abrCg6e suivante : - 

(2.10) 
5f JF 

oi3 J J J ~ ?  / . La fagon 
la plus commode de definir cette approximation est dlBcrire le systhe (2.1) 
discretis.5 1 la frontisre en adaptant le schema a w  diffgrences pour tenir compte 
de l'absence de points de maillage exterieurs. Ce systhe discretisS se prgsente 
alors sous la forme : 

(2.11) 
A L 

= 0 
L1 C 

et on prend pour approximation /d?/J7 /'" dans (2. lo), l'expression - 
discrBtia6e 6 FBIi . On notera que les variables u' n'oat pas da seas physique 
puisqu'elles nj deriiient pas tea conditions aux limites. Par Slimination du 
terms ' 1  dans lea expressions (2.10) et (2.11) , on obtienr la relation 
trOs simple suivante : 

21 ( CZ+'- * 0 (2.12) - 
ou encore, en employant les variables f , 



Les M-na relations de compatibilitd utilisdes en un p o i n ~ d e  la frontilre sont 
donc discrdtisfies de cette faqon en employant la valeur U" qui resulte de 
l'intdgration n d r i q u e  de (2.1) 2i la frontisre. A ces relations on,adjoint rn 
conditions aux limites et l'on rgsout ce systsma pour obtenir la valeur de u R?f B la frontisre. 

2.2 - Application au raccord de daux sous-doroaines - 
On se propose, mintenant, d'appliquer le principe geniiral Btabli au paragraphe 
2.1 au cas oil la frontilre f est conaoune B deux sous-dmmines a?)") et a') . 
Cette frontilre eut 6tre une coupure artificiellement introduite daas le dornaine 
de calcul 08 d')u d" , ou bien-encore une ligne ou surface de discontinuitl 
pour les variables fondamentales U dafinissant, dens le dwaine & , lfBtat 
du spsthe physique considiirl. Si la frontigre est mobile, la vitesre normals 
de dr4 lacemnt d'uu oint- P de E est : r ~ ' ~ ' 3 " '  9. wiW G(31 
( w - , 9 - ) . Las n e r e s ,  f l  et N , des inc-ues 

relarives aux sous-d~maines a(*)et 3") peuvent atre a priori difftrents. Ces 
inconnues, notbes u(" et 7''' , sont lea solutions de d e w  systCia+m hyperboli- 
q w s  distincts, de la f o w e  (2 .1 ) ,  auxquels correspondent les systkrr quasi- 
lineaires suivants : 

On notera h et /L( les valeurs propres solutions des deux dqwitions caractgris- 
tiques, de-la forme (2.3), dfif inies dans les deux sous-domaines a") et s" 
( )I = ( ?, ) , ,A =,IL ( &) ) . Parmi les lYI (resp. N ) valeurs propres 
(resp. ,L ) , p (resp. q ) valeurs viirifient les indgalitbs (2.8) soit : 

Dans ces conditions, jU relations de compatibilitd doivent stre etployees dans 
le sous-domaine dl(')pour le calcul des N composantes du vecteur (t au point 
de L , et q relations sont B utiliser dans le sous-domine 3 pour 1e 
calcul des N composantes du vecteur g au m6me point f . Soit au total 
( p t 9 ) relations pour diiteminer ( @ t N ) inconnues auxquelles il faut Pventuel- 
lement ajouter la vitesse normale de dgplacement du point P ( W @  ou w@] ) . 
Le problbe gdnfiral du raccord des deux sous-domaines a(') et a(') ne peut 6tre 
d6terminfi que dans la mesure oit les ( f t Q  ) relations de coapatibilitr4 pauvent 

.- - - 
itre compldtdes par 4 relations suppldmentaires que nous appelleroni conhitions 
de raccord, l'entier P Stant donne par : 

avec E 7 lorsque la vitesse W est une inconnue et E - 0 dans le cas . 
contraire. 

On peut prgciser le ddnombrement des relations de compatibilitfi 2i utiliser et 
des conditions de raccord dans le cas particulier, rnais important, oa les deux 
syststnes (2.14) sont identiques dans les d e w  sous-domaines a(') et 4') ( MP N ) . 
Nous envisagerons successivement le cas oii L est une coupure artifi~ielle~ puis 
le cas oii E est une ligne ou une surface de discontinuit6. 



- Cas d'une coupure : 
Les conditions de raccord traduisent alors la continuit6 des P? inconnues 

Ui , au point P de la frontisre & , soit M relations : u:' 
i a  l , ...., Y . La continuitl de U a pour conslquence iddiate que les - 

valeurs propres dlfinies dans 2"'et 3"' et les vecteurs propres associls, d 
et $ sont lies par les relations : 

La relation (2.17a) indique que : qr Y-P . Supposons d'abord que W(*' ne 
soit pas lgal 1 l'une des valeurs propres . La relation (2.17b) montre que 
les Jr relations de compatibilitl 1 utiliser dans df') et les 4 1 .  M - 7  rela- 
tions de compatibilitl B utiliser daas a(') sont lineairment independantes ; 
ces f l  relations de compatibilitb indlpendantes pernettent donc de dlterminer 
la solution au point P , la vitesse w") ltant donnle arbitraire. Lorsque la 
vitesse normale de dlplacement du point ? est lgale a m e  valeur propre d'ordre 

r , 1 cette valeur propre correspondent r relations de compatibilitl utili- 
sables dans chaque sous-domaine, mais ce sont les mames relations dans le8 dem 
sous-domainespuisqu'elles ne font intervenir que des dlrivles contenues dans 1e 
plan tangent en P & L et donc identiques par continuitb. bu total il reste 

I'I relations de compatibilitd indlpendantes utilisables . 
- Cas d'une discontinuitl : 

Le systbe dqlquations (2.1) Btant sous forme conservative et valable dans-les 
deux sous-domaines aH)et , il est possible de chercher la solution U 
come solution faible du systbe (2.1) (voir, par exemple, [16]) abetrant 
des discontinuitls 1 travers une surface Z de position inconnue. Lea relations 
de saut asaociles au systeme (2.1) s'lcrivent : 

(2.18) (*I ' $ 1  93!'3 F.hl 
- /  1 

oil l'indice suplrieur se rapporteau sous-domaine correspondant B chacune des deux 
faces de I . Ces M relations scalaires, non ZintSaires par rapport aux varia- 
bles U; , constituent les conditions de raccord entre les deux sous-domaines 
4"' et a''). Si la position de w(') (ou de w - w ) par rapport aux 
2 rl valeurs propres hd et pi est arbitraire, le problhe du raccord de 

et 9:') est, en glxlral, sur ou sous-dlterminl. En ef fct, cantrairsment 3 ce 
qG. se passe lorsque U e s t  contEnu 2 travers Z , la positim &e 3ar 
rapport aux vaieurs Tropres ?il dEfinies dans a''' n'iaplique, a priori, 
aucune position particuliere de w(') par rapport aux valeurs propres 44 dQfi- 
nies dans &''I . Dana l'hypothlse oii les 17 relations de saut constituent bien 

/r relations independantes et non dlg8nlrlesy alors le raccord des d e w  sous- 
domaines &?('let a") sera possible si le nombre de relations de colapatibilitl 
utilisles dans les d e w  sous-domaines est : M t l  . 
Cette situation favorable se rencontre lorsque la discontinuitb 2 constitue un 
k-choc c'est-&-dire lorsqu'il existe un entier 4 tel que les valeurs propres 

p vlrifient la "condition d'entropie" de Lax [ I 7 1  : 



Dans le sous-domaine a('), on utilise alors ( M - l +  f } relations de coqatibilit6 
et on en utilise d dans le sous-domaine a('' , soit un total de ( M c  l.) . 
Jointes aux M relations de saut (2. I $ ) ,  ces ( Z M t f  ) relations de compatibilit@? 
permettent de calculer les ( 2Mi t ) inconnues au point P de Z , % savoir : 
les i*I composanes du vecteur 2" dans le sous-domine a"', les M compoean- 
tes du vecteur LffZ) dans le sous-domaine 3") et la vitesse normale de &place- 
ment de la discontinuit6 1 . 
Dans le cas oh est une k-discontinuit6 de contact, c'est-&-dire lorsqu'il 
existe un entier 4 tel que les valeurs propres h et p vCrifient les 
conditions : 

la conclusion est, en revanche, moins gvidente. En effet, Le nombra total de 
relations de compatibilit6 B utiliser dans les sous-domaines 4''' et a'"' est : 

+ r , oh P dlsigne l'ordre de la valeur propre Ad (ou ,Un,,#+t ). La 
vitesse w''~ (OU w(') ) Btant d6terminGe par la relation (2.201, le problbe 
du raccord des deux sous-domaines a'*) et 2'" n'est dont parf sit-nt d4temin6 
que dans la mesure oil, parmi les M relations de saut ( 2 .18 ) , r  relations sont 
dEgln6r@?es, crest-3-dire sont v6rifi6es automatiquement et: disparaissent. 

3 - APPLICATION AUX ECOULEMENTS DE F'LUIDE PARFAIT COMPRFSSIBLE - 
La technique gGn6rale de traitement des frontisres externes ou internes dlcrite 
au paragraphe 2 pour des problkimes hyperboliques quelconques est d6velopp6e ici 
pour les Cquations d8$uler complStes et pour quelques systlmes pseudo-instation- 
naires . 
3.1 - SystPme des Bquations dlEuler - 
Ces dquations sont rappel6es au paragraphe-4.2.En kcoulement plan, les quatre 
valeurs propres relatives 1 une direction ,# sont donndes par les expressions : 

(3.1) 

Les relations de compatibilitiS s16crivent trSs shplement sous la E o m  (2.13) 
T - 

en choisissant 7; ( e ,  V$ , $ ,  p ) , oh 7 est le veeteur unitaire normal L ) - - 
et V7 :. 7.7 , et avec W ,  (0, - p a , O , ? ) ,  = ( 0 , 0 , f , 0 ) ,  &= ( -a l ,O ,O , l )  - 
0.4 = ( 0. Pa , 0. f ) . En ce qui concerne le nornbra st de condi- 

tions aux limites 21 imposer sur une frontike, mobile ou non, le principe tnonc6 
au paragraphe 2.1 conduit 2 une discussion simple oh n'intervient qua le aombra 
de Mach norm1 relatif M; =(VP-W) /~  : 

H; 4 - 5 (frontiare arnnnt supersonique) : ~ 2 ~ 4  

- 1  6 M; 4 0 (frontilre amont subsonique ou sonique) : m m 3 

0 6 4 f (frontisre aval subsonique, ou paroi) : sr = 1 

7 6 fl; (frontisre aval supersonique ou sonique) : a a 0 

ConsidCrons plus en detail le cas d'une frontiOre aval subsonique et le cas d'une 
paroi. Dans ces deux cas, if. faut une condition aux Zirnites, et on doit utiliser 
les relations de compatibilitl associ6es 21 hz , , A, qui s'acrivent, sous 
la forme (2.13) : 



et oii, rappelons-le, l'astlrisque designe des valeurs fournies directdent par 
le schlma nmtrique B la frontilre. Pour une frontisre aval subsonique, on uti- 
lise en gBni4ral comme condition aux limites la donnee de la pressimi ; connais- 
sanr pa+' , on tire imldiatement pw' ,  q*' et q' du s y s t h  ( 3 . 2 ) .  Pour 
m e  paroi dont $3 vitesse de dgplacement W est donnle, la conditimi de glisse- 
ment s'8crit Yy = W et on dBtewine trDs facileent pn", P"', $*' 
Zi l'aide de (3.2). 

La technique de raccord de d e w  sous-domaines s'applique au traitauent d'un choc 
I lorsqu'on rlsout les Bquations dfFuler complltes dans chacun des deux sous- 
domaines, la condition d'entropie de Lax (2.19) Btant satisfaite. Pour fixer les 
idBes, on suppose que le fluide traverse L. de 3"' vers 3") ; Z est donc 
m e  frontilre aval supersonique de 8") et une frontisre wont subsonique de 8'" 
On utilise les quatre relations de compatibilite du c6t6 de 8"' , ce qui signi- 
fie que les valeurs ci')* fournies par le schema sont conservBes sans modifica- 
tion, soit i a GI)* , et on utilise m e  relation de compatibilit8 (celle 
associBe a jL4 , avec les notationg du 5 2.2) du c6tl de 8"' ; cette relation 
s18crit : 

et forme avec les uatre relations de Rankine-Hugoniot un systOme non linkaire 
aux inconnues j(A+l et w f i )  

Pour m e  surface de glissement, la technique de raccord s'applique lgalement 
sans problhe car deux relations de saut (en Bcoulement plan) sont d&glngrles, 
et il ne subsiste que les conditions de continuite de la vitesse normale et de la 
pression. 

Ces techniques sont mises en oeuvre au paragraphe 4, dans un probl&ma d'interac- 
tion choc-couche limite, pour le raccord de sous-domaines Euler a rravers un 
choc et 3 travers une coupure, ainsi que pour les traitements de la frontike 
aval et de llaxe de symltrie, 

3.2  - Systsme pseudo-instationnaire '%" - 
Ce systhe, intgressant pour le calcul des lcoulements stationnaires iso-6nerg6- 
tiques, est fom& des Ciquations instationnaires exactes de continuit6 et de 
quantit6 de mowement. LVBquation de 1'Bnere;ie instationnaire n'est pas utilisge, 
mais elle est remplacle par Z'Ciquation de Bernoulli stationnaire qui determine 
explicitement la pression come m e  fonction des variables de base qui sont la 
masse volumique et la quantite de mouvement [10], [ I l l .  

Ce systke Ti'' est hyperbolique, et, en Cicoulaaent plan, les trois valeurs 
propres, qui sont distinctes, s'gcrivent : 

Avsc les variables 7 ( V$ , Y 7 ,  P )' , les coefficients des relations de 
compatibilitti (2.13) ont pour expression : 

Le nombre de relations de c o r n p a t i b i l i t g ' 8 u t i l i s e r  en un point d'une frontikre 
est : zero si W r h, (il faut donc imposer toutes les variables) , un si 

h f 4  w 4 A2 (il faut deux conditions aux limites), deux si ha 4 W < h3 
(il faut une condition aux limites), et trois si A3 L W (pas 

de condition aux limites). Ces divers cas ne se ramlnent pas aux positions du 
nombre de Mach normal relatif, ,Y$ , par rapport B - 1 ,  0 ,  + 1 ,  lorsque W p  0 . 
Remarquons que,la msthode n'gtanr: valable que pour le calcul d'6coultsments 



stationnaires, B convergence W doit tendre vers zero, et on retrowe une 
classification des-divers cas en fonction uniquement du nombre de Mach normal 
(algkbrique) My n Y. t'/g . 
Les relations de saut B travers un choc correspondant au systgme '91" difflrent 
des relations de Rankine-Hugoniot habituelles par le f ait qua c ' est 1 ' enthalpie 
totale (par d6finition du systsme "H") et non l'enthalpie totale relative, qui 
se conserve B travers le choc. La condition de Lax (2.19) s'bcrit : 

D1apr&s la condition (3.5a), il est possible d'avoir un choc avec un nombre de 
Mach normal relatif amont inferieur B lrunitI. L'ktude des relations de choc 
'%" montre qu'8 travers un choc vIrifiant (3.5), la pression statique augmente, 
la vitesse nomale diminue, come crest le cas avec les relations de Rankine- 
Rugoniot, mais que la masse volumique peut diminuer. L'entropie d'une particule 
fluide traversant le choc peut Igalement diminuer. Bien mtendu ces comportemants 
non physiques disparaissent lt6tat stationnaire. 

Quelques exemples d'applications du syst8me "HH" sont prhsctntks ci-dessous. 11s 
ont kt6 obtenus par la m6thode explicite de discrktisation directe dans le plan 
physique presentee au paragraphe 4.3. Le traiternent nm&rique d'une coupure a 
d'abord Btd. mis au point pour un 6coulement transsonique, avec choc, d a s  un 
canal plan. Le maillage utilis6 est continu a la traversite de la coupure. La 
figure 1 reprzsente les courbes iso-nmbre de Mach obtenues B convergence. On 
notera que ces courbes ont des tangentes parfaitemnt continues sur la coupure 
y compris-dans la region oil le choc est capturk. 

Fig. 1 - Profil circulaire dam un canal - Courbes iso--Mach 
Les autres essais numkriques ont port& sur des Bcoulemants dans una tuyere plane 
utilisee B I'ONERA pour 116tude experimentale de l'interaction onde de choc- 
couche limite. Cette g6omItrie correspond egalement au calcul present6 au paragra- 
phe 4. On mntre d'abord un calcul de tuy3re complgte, en regime amorc& sans choc. 
Le domaine de calcul a 6t6 s6parI en deux sous-domainee B maillagee tres diff8- 
rents (fig. 2a). Le rapport entre la taille des mailles de part et d'autre de la 
coupure est Bgal 2 4 ,  Etant donne que l'on ne discretise pas Zl travers la coupure, 
la difference de taille des mailles 3 travers la coupure peut ttre quelconque 
sans qu'il y ait perte de precision thdorique du schema nm6rique. La figure 2b 
reprgsente les courbes iso-nombre de Mach obtenues 3 convergence. Ce premier 
calcul a permis de definir les grandeurs aerodynamiques dans une section supcrso- 
nique situge en aval du col sonique. 
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a) Maillaae des d e w  sous.dslrtaiaes 

dl Courbee iso-Mach ( A N  5.025) 
Pig. 2 - Ecoulement more5 sans choc dans la tuysre S8 

a )  Courbes isodach ( .&M -005 pour p2 .67674 Pi . . 

. -- ' 1.3 

b )  Courbes iso-Mach ( dEYT m.005) pour p2 = .68674 p i  

Fig. 3 - Ecoulement morcg avec choc dans la tuylre $8 
t-%,-* -:..--*\ 



Pour les deux calculs d'Bcoulements avec choc, le domaine de calcul Q$ a ltl 
limit6 au divergent de la tuygre entre la section prEcBdenrment d6finie9et une 
section situge dans une region 03 les d e w  parois de la tuyare sont pratiquement 
parallsles, ce qui p e m t  de justifier I'hypothOse d'une pression statique 
constante dans cetta section. Le domaine de calcul a lt6 divisg en deux sous- 
domaines ~8''' et o8') dont la frontiare c o m n e  mobile est le choc L , lime de 
maillage particuliare pour 3"' et pour a@'. Le aiaillage de chaque sous-domaine 
doit done se dEformer au cours des iterations pour suivre le dCIplacmnt du choc, 
come dBcrit au paragraphe 4.3,l. Un premier calcul d'lcouleargnt avec choc a 6tl 
effectuif: pour une pression aval = 0,67674 Pi , oii Pi dgsigne la pression 
dlarre^t 3 l'infini amont (fig. 3a). L'approximation monodimnsionnelle de la loi 
des aires a Btti utilisge pour dgterminer les conditions initiales, y compris la 
position du choc. On a constate que cette position a peu vrrriE au cours des itlra- 

. tions. Les rBsultats de ce premier essai out semi de conditions inieiales B un 
second calcul d'ticoulement avec choc, r4alis6 pour m e  pression aval plus BlevCSe: 

f g  = 0,68674 f ;  (fig. 3b). L'onde de choc, et donc le maillage, se sont alors 
nettement deplactis au cours des itlrations. 

3.3 - Raccords entre systOmes pseudo-instationnaires diffdrents - 
I1 peut ttre interessant pour le calcul de certains Bcoulements, d'utiliser une 
mBthode mettant en oeuvre des systlmes pseudo-instationnaires distincts dans 
deux sous-domaines d'.' et aP) . Par exemple, s' il existe une region oil L'Bcoule- 
ment est irrotationnel, on peut envisager d'utiliser une mgthode B enthalpie 
totale et entropie constantes (m4thode pseudo-instationnaire "KS1" ou '%2", 
[lo]) dans cette region, et de resoudre les lquations dlEuler, ou le systame '21" 
en dehors. Aucun calcul n'a encore ltl effectue dans cette voie, mais il semble 
intlressant de montrer la possibilitB d'un tel raccord, dans le cas, par exemple, 
de la mlthode "NS2". 

La formulation "HS2" correspond au systPme (2.1) avec, en Bcoulement plan : 

oil c, et e sont des fonctions connues du module V de la vitesse. La fonction 
d est choisie de telle sorte que le systSme soit hyperbolique. - 
Pour une direction 8 donnge, l'lquation caracteristique (2.3) slEcrit : 

avec 0 ,  = I + -  rJ Y 
Qd V d 

L'btude de ce trinSme en h indique q w  le syst3me n'est pas hyperbolique pour 
nlimporte quel choix de la fonction U . En prenant par exernple : Usp(V). 
oii Vb est m e  vitesse de zgflrenca donnBe, les deux valeurs propres sont rCIelles 
et ont pour expression : 

Avec les variables 7 ,  ( $ , YT ) , les coefficients d e  relariona de compaei- 
bilit6 s'lcrivent : 

Traitement d'une coupure "RS2-H" : 

Considlrons par exemple le cas d'un Bcoulement transsonique avec choc autour 
d'un profil. Le domaine de calcul peut Ptre divisg en deux sous-domaines : un 



sous-domaine 3'') oil 1'Lcoulement est potentiel et oil la mgthode '%S2" est utili- 
see, et un sous-domaine ~("03. l'ecoulement peut Ptre rotacionnel et oB le systa- 
me 'a" est rgsolu. 

Le problame du raccord B travers la coupure iT supposee fixe est alors correcte- 
ment posd lorsque le fluide va de 2"vers an'et lorsqu'on impose la continuit6 
de l'dcoulement (continuit6 de la vitesse et de la masse volurnique, assurant la 
continuitd de l'entropie, soit trois relations). En effet, on dispose de ft rela- 
tion de coapatibilitd dans a(') et de 9 dans a(", avec p* f , 9-1 si la 
vitesse nonnale est subsonique, et avec kt2 , 4 ~ 0  si la vitesse nonnale est 
supersonique. On a donc un systhe form6 de deux relations de cowatibilit8 et de 
trois conditions de raccord, pour determiner les cinq inconnues (deux dans a('), 
trois dans 1. 

Traitement d'un choc "HS2-H" : 

Soit =&tenant un choc mobile ): sdparant un sous-domaine aruont aPjoii l'lcoule- 
ment est irrotationnel et oil l'emploi du systlme "ES2" est justifid, et un sous- 
domaine aval &?r)oii 1'6coulement est rotationnel et oil la mlthode "H" est uti- 
lisde. En supposant faible la vitesse W de I , le problsme est alors bien pose 
en utilisant : 

- les deux relations de conrpatibilitl dans a''), c'est-3-dire en conservant les 
valeurs ~'"ournies par le schdma ; 

- la relation de compatibilit8 associle 3 ~4 dans . 
- les trois relations de saut du systi&m '3". 
L'hypothsse " W faible" permet d'assurer que l'on a bien d e u  relations de conpa- 
tibilite utiliaables dans a(". On dispose alors de six relations pe-ttant de 
calculer les deux inco~ues dans , 1,s trois inconnues dans a@), ainsi 
que W . 
4 - APPLICATION A UN PROBLEME D'INTERACTION CHOC-COUCIEE LIMITE - 

Nous pr6sentons maintenant m e  application de l'approche par domines au traite- 
ment n~nnBrique du problke de l'interaction choc-couche limite turbulente dans 
un canal en rdgime transsonique. Ce problhe a ddj3 lte abordil, come ici, par 
la resolution des equations de Navier-Stokes moyennes, mais en ne considGrant 
qu'un dornaine de calcul, le choc Btant capture dans tout le domaine (par ex. 
El83, C191 et C201). 

L'appnoche par domaines permet d'une part de dEcoupler les probl8mes de millage 
dans la region de fluide parfait et dans la region de fluide visqueux, et d'autre 
part d'ajuster le choc sur sa plus grande partie. I1 en rBsulte une Bconomie de 
points de millage et une meilleure prscision. 

Le canal considilrti est plan et symtitrique. Le domaine de calcul est donc limitl 
de faqon naturelle par la paroi en bas et l'axe de symltrie ern haut, et en outre 
de fason plus empirique par une section amont at une section aval prises assez 
loin de la zone d'interaction. 

Ce domaine (fig. 6) est divisd en rrois sous-domaines de la fason suivante : une 
coupure horizontale separe un domaine, vers le bas, qui contient la couche vis- 
queuse et que nous noterons a $d'm domaine, vers le haut, oil les effets visquaux 
sont nlgli eables (domaine ap ) , et ce dernier est lui-mtme divisg en deux sous- 
domaines J4 et 3 ,  par l'onde de choc. Autrement dit l'onde de choc esr ajustih 
dans aP , et capturge dans 8" , ce qui permet de ne pas resserrer le maillage 
prls du choc dans tout en ayant une precision bien supdrieure celle que 
donnerait une mlthode de capture. 



11 serait souhaitable d'ajuster le choc Bgalemgnt dans 2" ; cette solution est 
Btudile mais il faut rlsoudre la difficult6 que prlsente la formation p'rogressive 
du choc par coalescence d'ondes de compression. I1 faut noter aussi que l'ajuste- 
ment du choc dans ne dispenserait pas d'avoir un millage trlis r'asrs@ni% dans 
cette zone afin de bien reprlsenter ces ondes de compression qui r6eultent de 
l'interaction choc-couche limite. 

Dans les 2 sous-domaines qui constituent on rBsout les bquatias d'Euler 
complStes, et dans le domaine &&I on rlsout les Bquations de Navier-S tokes 
moyennes dgcrites au paragraphe 4 . 2  avec une approximation de couche mince 
( 5  4 . 3 . 3 ) .  Le choc dane ap et la coupure horizontale sont traitls par la 
technique de raccord de domaines de fluide parfait prlsentee au paragraphe 3.1 
(les effets dissipatifs ltant nggligeables au voisinage m&e de la coupure du 
cbt6 de ). Le point triple, intersection du choc st de la coupure, n6cessite 
un traitement particulier dbcrit au paragraphe 4.3.5. 

4.2 - Equations et conditions aux limites - 
Aous rappelons tout d'abord la forme habituelle des Bquations de Navier-Stokes 
moyennes dans le cas d'une modllisation de type "viscositCi tourbillonnaire " 
(voir par ex. [ 2 1 ]  pour une discussion plus compllite). 

Les variables de base sont les valeurs myennes de la masse volumiqua, e , de 
la densitl de quantitf de raouvement, ~7 ( 5 est dornc la vitesse wnoyenne pondb- 
r6e par la masse), de l'lnergie interne volumique, e e  ( e  est donc l'inergie 
interne sp6cifique moyenne pondirle par la masse). 

En 6icoulement plan et en coordonnles cartlsiennes 2, Y , les lquat ions de Mavier- 
Stokes moyennes s'ecrivent, sous forme consenrative L 

(4. 1) - ar + - 54 3i7 JG, - J t  d . z + T m -  -. 
oit u est le vecteur des variables de base : 

A, lr ltant les composantes cartisQnnes de la vitesse moyenne et E 
l'bnergie totale moyenne : rf = a t v Y ~  
Tous les termes dissipatifs sont rassablls au second membre de (4.1) ; les lqua- 
tions d'huler pour un fluide parfait s'obtiennant en Bgalant le premier embr= 
1 zlro. On a les expressionssuivantes pour les eemes de fluide parfait 4 ,  4 : 

03 est la valeur moyenne de la pression. Pour un gaz parfait 3 chaleurs spbci- 
fiques constantes de rapport 8 , on a : 

(4.4) p - ic- 1 )  e= 
lee termes dissipatifs , Gz sont donnes par les relations : 



,a est la viscositf molLculaire, variant avec la terstpgrature selon la loi de 
Sutherland et Bj- est la viscositL "tourbillonnaire" ; @ eat le aclabre de 
Prandtl, 6 le nombre de Prandtl turbulent. Dans la phase prBsente de cette 
btude, consacrse B la mise au point de la m6thode de calcul par danaaines, on se 
contente d'un modtle alglbrique simple sachant qu'un tel modlle ne peut ftre 
quantitativement correct dans une zone de forte interaction. On urilise le modale, 
du type longueur de tullange, de Michel et al. [22]  pour des couches lhites non 
d6collhes : 

(4.7) ,pT = e t ' F 2 ( O  I J%/a7  / 
oii Vl est la composante de vitesse tangentielle B la paroi, la distance nor- 
male 3 la paroi. La longueur de m6lange [ , rapportLe B l'bpaisseur d de la 
couche limite, est donnge come une fonction universelle de ?/$ : 

La fonction F , dite fonction-correctrice de sous-couche visqueuse, dtpend du 
frottement total it : rr (p t~r , )dhh? , par l'intermgdiaire de la variable < : C a  eC2/z /@ : 

La relation (4.7) qui donne ,U(ct est donc implicite puisque F dhpend de , 
mais on peut la rLsoudre ndriquement une fois pour toutes et tabuler pr/p 
eome fonction de la variable Z ) . Dans le car des lqvstions 
de Navier-Stokes, on remplace, dans les expressions ci-dessus, par la 
quantits ( - Jvdx) qui est Ggale 3 llopposL du tourbillon. 

En ce qui concerne les conditions aux limites 2 associer aux Lquations de Navier- 
Stokes ou aux Iquations dlEuler, certaines sont dictges par la physique ou la 
gLom5tri.e du problhe (conditions 3 la paroi, condition de sp&trie), et les 
autres doivent Stre choisies de fason partiellernent empirique en s'appuyant sur 
l'interprftation physique du problka et sur la nature aathtmatique des fquations, 
on trouvera une discussion gLnLrale de cette question dans 1211. 

A la paroi, on impose l1adhi.rence du fluide ( U  = b 0 et tm flux de chaleur 
nu1 (paroi adiabatique , Oe/J7 . 0 ) . 
Sur l'axe de symetrie ( j = c/P les conditions de symgtrie sont : C,  0 , vdJ'"dJ="4. (2 . 
Dans la section dQentr6e, 03 l'lcoulement est supersonique sauf d-ms un voisinage 
de la paroi, toutes les propriltIs de 116coulement (c'est-3-direU) sont Eixles. 

. .. 



Dans l a  sect ion de s o r t i e  oil 1'6coulement e s t  subsonique, on impose l a  valeur 
de l a  pression coxam on l e  f e r a i t  dans un calcul  de f lu ide  par fa i t .  La  posi t ion 
du choc dans l e  canal depend essentiaLlemttnt de c e t t e  condition. 

On u t i l i s e  un schQraa prgdicteur-correcteur exp l i c i t e  qui const i tue tnne applica- 
t i on  du schiima de MacCormack [231 clirectement dans l e  plan physique en m i l l a g e  
curvi l igne quelconque. Ce sch8m a de ja  &te present6 pour l e s  equations d'Euler 
[ 11 I e t  pour lee  Bquations de Navier-Stokes [ 2 1  I, [241. Dms l e  pr6rent ca lcu l  
nous avons u t i l i s S  dans m e  approximation de type "couche mince " pour l e s  
termes d i s s i p a t i f s  qu i  e s t  in t rodui te  d i r ec t emnt  sur  l e s  6quations discrStis2les. 

Rappelons l e  principe de ce schema. Pour toute grandeur @ connue aux noeuds du 
maillage, on obt ien t  des approxillliatians precises  au premier ordre des d2lrivSes 

e t  d$?hf en un noeud M en supposant que # var ie  lineairement en 

x ' t  sur un t r iangle  YPQ,  09 P e t  sont deux au t res  noeuds voisins de M 
( e t  n n a l i p B s  avec M ) : 

i 

Ce schema ne f a i t  done appel qu'aux 
. 

coor_donnbes cart5sienneg des noeuds 
du maillage ; l a  r e l a t i on  qui ex i s t e  
entre  c e t t e  d t h o d e  de- d iscr6 t i sa t ivn  
d i r ec t e  dans l e  plan physique e t  
m e  d t h o d e  de transformation de 
coordonnSes e s t  discutee dans [ 1 11. 

A p a r t i r  des quatre noe11ds voisins 
de K, s o i t  l e s  points P, S ,  E, 0 
( f i g .  4 1 ,  on d e f i n i t  l e s  opBrateurs 
de type (1.10) suivants : d'une 
pa r t  & e t  avee l e s  pgin ta  
F!, S ,  F, e t  d au t r e  pe r t  4 , 5 i-I i i+l 
avec l e s  points FA, t7, O (une au t re  
variance e s t  evident@). Le niveau 
de temps dtant  repgri! Far l ' ind ice  Fig. 4 - Discrbt isat ioa d i r ec t e  
n ( t";: n At ) , e t  l a  valeur dans l e  plan physique 

prgdicteur fournie- par l e  le r  
pas 6 tan t  no t ie  R f  7 , l e  schema 
cs'tcrit  : 

Pour d i s c r e t i s e r  l e s  d l e v b e s  p r m i s r e s  de U,u ,  e qui appataissenl: detns l e s  
termes d i s s i p a t i f s  6 , 6, , on u t i l i s e r a  l e s  operateurs opports il ceux ur i l i sEs  



pour JG/& s/~g , c'est-2-dire & , 3 au ler pas et 4 ,dj au 
second pas. Le schema est du second ordre en espdeet en temps si le ra~llage 
est ~.ffi.-ent rd~lier (c'est-8-dire si / a  t H U /  = of/% ) et , 

lms + M N /  = O(mV ) . 
4.3.2 - Viscositd artificiellg - 
Deux dtapes supplCmentaires de calcul song Cventuellerent effectuges P la suite du 
correcteur (4.ll.b) pour introduire une viscositi2 artificielle. La premiere btape, 
ngcessaire ;1 la capture des chocs, utilise Pa viscositd artificielle aon lineaire 
de Lerat et Sides [25],  mais restreinte P une seule direction, cella des lignes 
de maillage du type OME (/'a ck) qui suivent la direction principale de 
l1Bcoulement : 

oO AX est de l'ordre de l'inverse du nombre total de mailles dane la direction 
des lignes I cfe , et oil cf est p r i ~  & l'ordre de l'unit8. 

La deuxihe dtape introduit une viscositd artificielle lindaire du 4e ordre [26] ,  
permertant d'amortir les oscillations de courte longueur dvonde sans perturber 
les zones 21 fort gradient de la solution : 

oii _E' /  o ' ,  N ' ,  S '  sont les points de maillage respectivemant voisins de 
f, 0 , N, 5 indiquds sur la figure 4, et 03 les coaff icients 4 , 6; s a t  

pris ds l'ordre de 10'3. 

4.3.3 - &g~roximatioa de couche mince - 
11 est possible de simplifier les calculs en introduisant une approximation de 
type "couche mince" directement dans les dqruztions discri?tis&es. Les lignes de 
millage du type ONE dtant orientSes selon la direction principale de l'dcoule- 
ment, l'hypothbe de couche mince revient 21 considgrer que les tennes dissipatifs 
au second membre de ( k  . 1 ) sont essentiellement: dLtedn& par les gradients 
trsnsversaux (c'est-+dire dans la direction de SUN ) de 4, p, L? . Si, dans 
les formules nLndrales (4.10) on convient que represente soit N soit S , 
et Q soit E soit O , ces fomles pourront ttre sirnplifi8es en Ccrivant : 

et ce, uniquement pour les termes dissipatifs. Les Cquations dlEuler restent 
done entisrement contenues dans les Cquations discrdtisees, et calles-ci reotenr 
Cgalement valables dam dv , que ce soit dans la couche visqueuse ou B 
11ext6rieur. 

Le schdma a Lt6 ddfini ci-dessus en supposant le millage fixe. Or Pe calcul est 
effectus dans un maillage variable car les lignes transversales se deplaccnt 
pour suivre le mouvement du choc, aussi bien dans gP que dans a,, . 
RepCrons les noeuds du maillage de fason habituelle par un couple dv indices (i ,k ) 



s.3par6mnt pour ap et pour . Les lignes ',& , obtenues par interpola- 
tion en =) , sont fixes. Dans 4 le choc es/ajust6 ; c'est une lime de 
maillage mobile, d' indice L= 4 fix&, oui coupe l'interface entre et 6ar 
au ~oint triple A (fig. 5). 

Fig. 5 - Maillage au voisinage du point triple. 

Dans on prend les lignes 4 ch verticales (les formules (4.10) sont 
simplifi6es en consGquence), et la verticale issue de 4 , x a XA (L) , est 
choisie come une lime de maillane r = i A  . d'indice + fix6 ; aiasi le 
resserrement des limes i s  clc qu'on introduit autour de i s  i4 pour une bonne 
representation de la zone d'interaction, suit automatiquenaent le &placement 
du choc. 

Pour appliqusr le schgma en maillagf: variable on_ pourrair, conane dans [24], 
rexplacer JU,/& dans (4.1) par J U , / ~ ) Z :  - ( W z  3y& E. W j  d v h j )  ,-03 $/Jp reprgsente 
la derivle en temps en un point de maillage donne de vitesse W (de coqosantes 

W,, W ) et intiigrer par rapport 3 t . Nous utilisons ici une autre technioue 
consisiant 3 caleuler sur un maillaxe fixe dgfini L l'instant t_" . come 
dlcrit dans les paragraphes pr6cldents. puis a projeter cetta solution u*" sur 
un noweau maillage dlfini 3 l'instant tat' . 
Soit M ,  E et 0 lee positions 3 l'instant 1" +*es points de maillage (Ld') 
i t f , j 1 et (i- f ,g respectivement. La vitesse Wz; de d&plac@~nt du po&t 
(i, ) ast dgterminee par les 2 conditions suivantes :'a) W;/ ast parallale 3 Of, 
b) {a composante h!~i,j est obtenue par interpolation lingaira en r sntrc le 
choc dans , ou la ligne i 11 dans a, et la Erontiare fix@ m m t  ou aval. 
On calcule alors la position W' du point (i,j) 3 l'instant t "' , aintri 
que la valeur en M' de toute grandeur connue dans le maillage de l'instant 
t n  , par un d6veloppement de Taylor au ler ordre : 



En pratique l a  v i t e s se  de dBplacement du maillage r e s t e  t r e s  f a ib l e  e t  l e  
dgplacement M'fl  r e s t e  toujours t r l s  infgrieur  B l a  dimension de l a  maille fl&' 
ou NO . 

Le point  t r i p l e  4 ngcessi te  tm traitgmene pa r t i cu l i e r  assurant l e  passage de 
l a  mgthode d 'a jus temnt  B l a  mLehode de capture pour l e  choc, e t  tenant coiupte 
de ce que l e s  l ignes A a cfe sont beaucoup plus resserrges dans av qua dans 
gp au voisinage de ce point. 

La sch6m de l a  f igure  5 montre l e  dd t a i l  du maillage au voisinage du point 
t r i p l e  ( l e s  in te r faces  en t re  sous-domaines sont dedoublees pour bien dis t inguer  
l e s  points  de m i l l a g e ) .  

Le-schba numgrique n f  e s t  pas appliqud aux points ,4 e t  4' , e t  l e s  valeurs de 
U* en ces points ,  qui  interviennent dans l e s  re la t ions  de compatibilitB (2.12) 

sont obtenues par extrapolat ion parabolique l e  long de l ' i n t e r f ace  (/'a cfe )  
B p a r t i r  des points arnont pour d , e t  B p a r t i r  des points aval pour d' . La 
v i t e s se  du choc qui r e su l t e  du traitenrent des ooints  du choc n ' e s t  Bas retenue 
en A pour ca lcu ler  l e  dLplacement de ce point ; en e f f e t  a f i n  de r e l i e r  l e  choc 
ajustB dans dp au choc capture dans aV , on dGtermine l e  point choc 4 come 
Stant  B l ' i n t e r sec t ion  de l ' i n t e r f ace  avec l e  segment BS, S ( tau t  l e  point soni- 
que sur  l a  l igne /'. c& immGdiateonent en-dessous de l a  coupure. Pour l e s  points  
de m i l l a g e  s i t ue s  s g  l a  coupure du c6t6 de e t  en t ra  E e t  f , on dater- 
mine l e s  in~onnues U par interpolat ion l i n i a i ~ e  en t r e  C- e t  A d'une! par t ,  
e t  en t re  A e t  0 d'autre  park, en prenant - (L$ * ~q,)  / 2  ; ea E a t  /r 
a i n s i  qu'en C e t  O , on applique l e  traitement de l a  coupure d6cri.t au partsgra- 
phe 2.2.L1Btalement du chsc B la coupure e s t  a i n s i  l imit6 B 2 rnailles de bpv . 

a) Paroi : l e  s c h h  (4.11) n ' e s t  pas applique B l a  paroi ($a f ) , mirp s e u l i m ~ n t  
?A de l a  Ligne au-dessus ( j . 2  f . LV&couleatent B l a  paroi  e s t  obtesu O 
p a r t i r  des conditions aux l i rai tes  ( x = tr= D , 3C/3p I 0 ) , @t B l ' a i de  de 
1'Bguation de quan t i t l  de m~uvernent nomale qui f o u r n ~ t  en fu ln~t ioa  des 
termes d i s s ipa t i f s .  Pour des G c o u l ~ n t s  B g r a d  nombre de Reynolds, e t  pour une 
paroi B f a ib l e  courbure, on peut prendre '?p/? - 0 . 
Compte tenu du choir  des operateurs 6. , 4 , 6 e t  2 qui  intervierment dans (4.11 ), 
l e  ca lcu l  du correcteur  sur  ne f a i t  appel B d' es  valeurs prBdicteurs sur  l a  
paroi  que pour l e s  termes d i s s i p a t i f s ,  e t  il n 'es t  pas necesaaire de de f in i r  de 
valeurs prgdicteurs pour P e t  f . 
Les f o m l e s  aux diffGrences, ddcentrGes en k , ut i l i sBes  pour d i s c r6 t i s a r  

de/dY e t  'P,+ L l a  paroi,  conduisent 3 des syst&nes tridiagonaux que l 'on  
rBsout aisdment par  l a  mgthode de double balayage. 

b) Frontisre  amont : toutes  l e s  grandeurs sont donn@s sur  l a  f ron t i s r e  m n t  
( i  l' ) . On y ca lcu le  niapmoins un prgdicteur z"' qui e s t  nacessaire au 

calcul  du correcteur  SUP l a  colonne suivante ( i P 2 ) . 
c) Axe de symGtrie : c ' e s t  m e  f ron t i s r e  du domaine d p  . En f lu ide  pa r f a i t ,  il 
e s t  Gquivalent de t r a i t e r  c e t t e  f r o n t i l r e  come une paroi  plane, ce que l f o n  f a i t  
par l a  methode d l c r i t e  au paragraphe 3.1. 

d) Frontisre  aval : l a  pression e s t  impssle, e t  on u t i l i s e  l a  m6thodc basee sur  
l e s  r e l a t i ons  de compatibilitB dgcr i te  au paragraphe 3. I . ,  auss i  bien dans 30 
que dans 31, Naturellement dans , l e s  valeurs F* sont ce l l e s  fournies 
par l e  schLma pour l e s  Bquations de Navier-Stokes, e t  non pour l e s  eiquations 
dlEuler.  



Un maillage extrcmement fin est nlcessaire pr2s de la paroi pour bieri represen- 
ter les variations tres rapides des propri6tgs moyennes de l'bcoulement dans la 
couche visqueuse turbulente. 

Ce resserrernent de maillage est realis6 en combinant deux techniques : a) une 
contraction reguliere du maillage de base definie par une loi exponentielle : 

oa I~?(X) est la paroi et la coupure, le maillage da base Btant, 
par Bf nition, B pas constant 11Y et b) ume technique de sous-maillage par 
zones 191, [24], dans laquelle la maille en Y est divide par deux d'me zone 
B la suivante en allant vers la paroi. Cette technique de dichotomie pewet un 
raffinement rapide du maillage, tout en conservant un millage r8gulier dans 
chaque zone. Le raccord des zones est assure par recouvrement, et un systhe 
special de balayage en temps des zones est mis en oeuvre de fac;on B'utiliser 
dans chaque zone un pas de telnps maximum propre 3 cette zone. 

La figure 7 montre le sous-maillage realis5 avec cinq zones pour l'application 
numerique presentee au paragraphe 4.4. 

4.4 - Rdsultats - 
Les conditions du problb d'interoction choc-couch@ liraita. trait6 ici sont 
celles d'une experience realisee dens la soufflerie S8 de 1'ONEU et dLcrite dans 
[271. Les conditions generatrices etaient les suivantes : preesion gfinBratrice 

pi = 0,96 bar ; temperature gklnlratrice 7;: = 30o0K.~e nornbre de Reynoldia cillcu- 
16 B partir de la hauteur A de la section aval ( d 50 mi, detni-hauteur du 
canal), de la vitesse du son generatrice 3; et de la viacosit~ ch-tique dans 
les conditions ggngratrices, est &gal B : Re = 1,039. lo6. Le nctabte da Prandtl 
turbulent vaut 0,9 ; le nombre de Prandtl est Spa1 B 0,725 et le rapport des 
chaleurs specifiques a 1,4. Enfin, le noznbre de Mach 3 la frontiare de la couche 
limite et B l'origine de l'interaction vaut environ 1,3. 

Le domain@ de calcul, qui s'ltend de S = 113 nun B 2 = 238 am, et lee maillages 
(a convergence)~,,sont representes sur la figure 6. Le maillage coanporte (22 x 13) 
points dans ap et (30 x 13) points dans a:) ; le maillage de base de dBv com- 
prend (6 1 x 21) points. 

Les conditions sur la frontisre amont T1. ont etE diitermin&es a partir d'un calcul 
prgalable, par la mOme msthode, effectug dans la partie areont du canal represen- 
tee sur la figure 2.a, pour un rlgime amerce sans choc. Les conditions initiales 
sons dgfinies dans & en orenant une solution monodirnansionnelle correspondant 
une loi de section du canal tenant compte d'une Boaisseur de d6placemtant dgduite 
de 11exp6rience ; la pression sur la frontisre aval Z2 est determinge de telle 
sorte que le choc de la solution monodin;ensionnelle se place P l'abscisse du 
choc exp6rimentale. Les conditions initiales dans ..& sont dfiduites des conditions 
amont ( i P f ) et des conditions sur la caupure (i ) par les formulas : 
$ I I ' ) / # f i J 4 ) = # ( ~ , d ) / ~ ( r , ~ 8 J  pour # = r , u , p , X  .surlafrontiere 

aval, a pression est maintenue constante, Sgale 3 sa valeur initiale dans SP 
( ft 0,6625,t; ). Cette valeur diffsre de la valeur experimentale ( & =  0,6357p; 1 
par suite des effets tridimensionnels dus 3 la pr&sehce, dans lfexp8rience, de 
couches -1imites laterales. 

Dans le modele de turbulence, on utilise une loi d'epaisseu~ 8 exp6rkaentale, 
calge sur le minimum de pression 1 la paroi. 

Les rCisultats prlsentes correspondent B,un nombre d'itBrations dgal B 3000, soit 
un temps physique 6coulS 6gal 1 3,59 /'a; a 5,16.10'4sec. En debut de calcul, le 



Fig. 6 - Domaines de calcul et maillages. 

ZONE 2 
A Y / 8  

ZONE 1 
AY/ l6  - 
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Fig.7 - SousmailTage par zones. 

a) Interf&rom6trie b) Courbes isochores ( e m  .oZf. 1 

c) Courbes iso-Mach ( AH = .02) d) Courbes isobares ( Ap = .O1 fi ) 
L 

Fig. 8 - Ecoulement dans la rsgion d'interactian choc-couche lianite 



Fig. 9 - Distributions calcul6es de la presaion parigtale, de 
l'0paisseur de dgplacernent et du facteur de forme 

Y-yo mn) .# 

Fig. 10 - Profils de vitesse longitudinale 



choc se dlplace vers l'aval, puis revient vers l'amont et repasse par s? position 
expiirimentale (au niveau de l'axe de s-trie) 1 3000 itlrations. La solution 
pr6sentBe ne correspond donc pas B une position d1Lauilibre du ~hoc,~mais on peut 
la considgrer come Btant en dvolution quasi-stationnaire, car la vitesse du 
choc est faible (environ 0,023 d; ). 

Le modale de turbulence utilisg ne pouvant Gtre quantitativemnt correct dans la 
zone d'interaction, on ne prlsente pas ici de comparaison dbtaillae avec lea 
rlsultats expBrimentaux. La comparaison est cependant tout a fait satisfaisante 
qualitativement, colrrme on peut le voir sur les figures 8a et 8b, qui laoutrent 
des courbes isochores, respectivement explrimentales (obtenues par interflrod- 
trie holographiaue) et calculles. Les fiwres 8c et 8d repr6senteat les courbes 
iso-nombre de Mach et les courbes isobares calculBes. On notera sur la fimre 8c 
l'dpaississement rapide de la couche visaueuse, provoqul par l'interaction avec 
1e chac (me partie seulement du domaine de calcul est representbe sur ces 
figures). 

Les variations de p/$ , oa $ est la pression pariltale, de l'bpaisseur de 
deplacement 4 et du paramgtre de forme Hi (rapport de 1'Bpaisseur de dgplace- 
ment "incompressible" a 1'Bpaisseur de quantitB de mouvement "incornprassible") 
en fonction de X sont reprBsentles sur la figure 9. La solution obtenue comporte 
un llger dlcollement, d'bpaisseur faible, au plus Bgale a 0,15 mm, sur une 
distance d'environ 25 mn. Les points de dgcollement D et de recollement R sont 
indiqds sur la figure 9. Dans l'expiSrience, l'exploration de la couche limite 
par vi5locim6trie laser a montrl qua celle-ci est trBs proche du dlcollement. 

Des pmfils de vitesse longitudinale 4 sont reprlsentls sur la figure 10, a deux 
bchelles difflrentes, et pour les abscisses indiquBes sur la figure 9 : un profil 
(a) B l'amont du choc, M profil (b) dans le choc, un profil (c) dans le dlcolle- 
ment et un ~rofil (dl recoll6. Lee points de maillage sont ~ortls sur ces ~rofils. 

Les calculs ont LtB effectugs sur un CYBER 170-750. et le terns de calcul Dour 
les 3000 iterations est d'environ trois heures. Ndamoins. ce t m s  ne doit Btre 
oris aue come un ordre de mandeur ; il est tres suvlrieur au tenms de calcul 
qui vourrarit ttre obtenu 5vec m e  oorimisstion du code numl5rique. En effet, le 
calcul prBsent6 a &ti5 Inens rapidement en associant deux programusis existants, 
l'un pour 8 p  , l'autre pour , programroes qui avaient Gt6 rbalisi5s indgpen- 
damment l'un de l'autre. 

Cette etude a St6 effectde avec le soutien financier de la Directian des Recher- 
che~ Etudes et Techniques, et du Service Technique des Programas Abronautiques. 
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