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On présente une approche par domaines pour le calcul d'Ecour
lements compressibles par des méthodes instatiomnaires ou
pseudo~instationnaires. Cette approche est fondée sur unme
technique générale de raccord de deux domaines, dans
lesquels on rdsout des systdmes hyperboliques qui peuvent
étre différents, 3 1'aide de relations de compatibilité
associfes 3 ces systimes. On montre des exemples d'appli~
cation de cette approche au calcul d'8coulements transso-
niques de fluide parfait, et en particulier & 1'azjustement
des chocs. On applique ensuite cette approche au traitement
d'un probléme d'interaction choc—couche limite dans un
canal transsonigue.

! - INTRODUCTION - .

La mécanique des fluides numérique s'int&resse 3 des problimes de plus en plus
complexes, en particulier dans le domaine adronautique, que ce soit du point de
vue des configurations g@ométriques traitfes ou du point de vue de la modélisa-
tion math8matique des phénoménes physiques. Une idée générale, vers laquelle sem~
blent converger actuellement de nombreux efforts pour le traitement de problimes
complexes, et 2 laquelle d'ailleurs se rattachent des travaux anciens, est celle
du calcul par domaines. Dans cette approche, le probléme du calcul de 1'8coulement
dans un domaine oJ important est décomposé en plusieurs sous-problémes couplés de
calcul d'8coulements dans des sous~domaines Qﬁ , gz, «.. dont la réunion est
égale & . Au niveau de chaque sous-probléme, on peut escompter des avantages
importants de deux ordres : ceux lids 3 la gé8ométrie et ceux li8s au mod&le mathé-
matique ou numdrique.

Il sera en effet plus facile de construire, pour chaque sous~domaine, un maillage
bien adapté au sous-probléme correspondant si les sous—domaines sont effectivement
déconnectés en ce qui concerne leur maillage. Une meilleure adaptation se traduira,
3 précision donnée, par une réduction du nombre de points de calcul.
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D'autre part,l'approche par domaines donne la possibilité d'utiliser des modEles
mathématiques différents et des méthodes numériques différentes dans les divers
sous-domaines, et donc d'utiliser le modi8le et la méthode les mieux adaptés & la
nature de l'Bcoulement dans chaque sous—domaine (par exemple, effets visqueux
négligeables ou non, ou justiciables de l'approximation de couche limite, écoule—
ment irrotationmnel, linéarisation 3 grande distance, etc.).

Ainsi 1'approche par domaines permet de tirer profit au mieux des comnaissances,
précises ou floues, que 1'on a a priori sur 1'&coulement 3 calculer. La difficul=-

té principale que souldve cette approche vient du couplage des sous-probl@mes
entre eux.




Cette approche peut &tre vue &galement sous un autre aspect plus spécifiquement
informatique, 1ié 3 l'utilisation de calculateurs 3 structure parallile macrosco~
pique (multiprocesseurs), (voir par exemple [1], [2]). Dans ce cas la décomposi-
tion par domaines peut &tre recherch&e uniquement pour une parallélisation opti-
male du calcul conduisant 3 une réduction considérable des temps de calcul.

Cependant le calcul par domaines présente des avantages pour le traitement de !
problémes complexes méme sur un calculateur conventiommel (séquentiel) et seul :
cet aspect est abord& dans le travail présenté ici.

L'approche par domaines a &té considér@e d&j3 depuis quelques années pour la réso-
lution de probl&mes elliptiques (par ex. [3]) : plus récemment elle a &té mise en
oeuvre pour des &coulements de fluide visqueux incompressible [4], [5], [6], et
pour des &coulements transsoniques visqueux [7]. Les travaux de Le Balleur [8]

sur les m&thodes de couplage fluide parfait-fluide visqueux ressortent également
de 1'approche par domaines. Enfin la technique de sous-maillage et de résolution
par zones [9] qui est mise en oceuvre ici (§ 4.3.7) pour réaliser un maillage
suffisamment fin dans la couche visqueuse est un exemple d'application de cette
approche au problZme de l'optimisation du maillage.

Dans le pré@sent article, nous présentons une technique de calcul par domaines pour
la détermination d'écoulements compressibles, visqueux ou non, par des m8thodes

de type instationnaire explicite. Le raccord des domaines entre eux est effectud
d'une fagon syst@matique par la méthode des relations de compatibilité, ce qui
suppose que les effets dissipatifs sont négligeables au voisinage de la ligne de
raccord. Aprés 1l'exposé& du principe général de raccord (§ 2), on montre des appli~-
cations en fluide parfait en particulier pour l'ajustement des ondes de choc

(§ 3).

On présente ensuite une méthode de ré&solution des équations de Navier-Stokes en
fluide compressible et sa mise en oceuvre dans une approche par domaines pour le
traitement numérique d'un probl23me d'interaction choc—couche limite dans un canal
transsonique (§ 4).

2 - CALCUL PAR DOMAINES POUR DES PROBLEMES HYPERBOLIQUES -~

2.1 - Principe général du traitement des fronti&res -

On consid8re un systdme d'équations aux dérivées partielles du premier ordre,
écrit sous la forme comservative suivante :

(2.1) oU 05 0

ot o _ -
ot les M composantes du vecteur U sont les variables indépendantes ddcrivant
complétement 1'8tat du systéme physique considdré, [ est le temps et x des
coordonnées d'espace. Les vecteurs /' , en nombre égal I la dimension d de
1'espace R _considéré, sont des fonltions explicitement connues des composantes 4
du vecteur U . Divers systé@mes telsque (2.1) peuvent &tre considér@s en dynamique
des gaz. Le systéme de base est celui des &quations d'Euler qui traduisent les
lois de conservation de 1la masse, de la quantité de mouvement et de 1'énergie,

- - T
avec U = {e . eV, ef) » ol ¢ est la masse volumique, V le vecteur

vitesse et £ l'énergie totale spécifique. On peut aussi envisager des systBmes
simplifiés dérivés des &quations d'Euler en utilisant des propriétés exactes
connues de la solution cherchée, ces propri&tés pouvant &tre exactes pour des
solutions instationnaires ou seulement pour des solutions stationnaires. Dans ce
dernier cas on a affaire & des méthodes de type pseudo-instationmaire dans
lesquelles le temps apparait comme une variable d'itération. Le lecteur trouvera
des exemples et des applications de méthodes pseudo-instationnaires dans les
références [10], [11], [12] et [7151.
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A la forme conservative (2.1), nous associons un systdme quasi~lindaire, 8quiva-
lent pour des solutions ccvntinues, que nous &crivons de la mani3re suivante :

oil ﬁ et /9/ sont des matrices Max /M défm:;es par /i,, = _;2;?/,_ , /Z-s _gg‘ "

et oll la correspondance entre /f et U est biunivoque.

La technique de raccord de domaines que nous présentons ici n'est valable que
pour des systémes hyperboliques dont nous rappelons les propriétés essentielles.
Pour une étude plus complé&te des systémes hyperboliques, le leacteur pourra comsul-
ter les références [13] et [14]. systéme (2.2) est hyperbolique en temps si,
pour tout vecteur 5 non nul de /R , de composantes ;l » 1'8quation caracté-
ristique en A :

2.3 dt [ AR g Fy ]

adm t, M ;acmes réelles, distinctes ou nom, valeurs propres de la matrice
(5/ /9/ , et 8si les M~ vecteurs propres 3 gauche &« , tels que :

<2.a) aZ'.(/\i..;f/Z-).O \ S

sont linéairement indépendants, _constituant ainsi une base de 1'espace daus
lequel on cherche la solution § .

Dans ces conditions, il existe, pour chaque vecteur propre ¢ , une combinaison
lindaire des &quations (2.2) définie par :

(22 Tlh e fsL)e0 :
Z

qui ne fait intervenir que d dérivées partielles au lieu de Jf? pour le
systé@me initial (2.2). Cette combinaison particulidre, appelde relation de compa~
tibilité&, peut encore s'écrire sous la forme :

- = /9 of =d) of 5. & A
(2.6) CU. —c)-tL+A-a—-—){-Z _57?)50 2 a)&dnﬁa
ol les opérateurs ‘)/,95 = 5/ a/dr/ et % A = 7/’} ‘)/ar,
représentent des dérivations le long des direct:.ons ’ 7("7 et ol les J-f
vecteurs 7@ sont contenus dans un plan_orthogonal au vecteur ; . I1 est alors
clair que si les d&rivées partlelles de / suivant les directiomns 5%/ sont
connues 3 l'instant {, , 1'&quation (2.6) peut &tre considérée comme une &quation i -

de transport le long de la droite de pente (7/\) du plam (£,¢ ) et permet de

déterminer la solution f' 3 1l'instant l‘ >l . Cette interprétation constitue

le fondement de la teclnique générale de traitement des conditions aux limites

proposée par Viviand et Veuillot dans [11], et dont la technique de raccord mise

en oeuvre dans le calcul par domaines n'est qu'une extensionm. L

On consid&re un point P de la frontidre £ , &ventuellement mobile, du domaine ) .
de calcul ; ¥ est la normale unitaire en A orientde vers 1'ext8rieur du ,
domaine o) , W désigne la vitesse normale de déplacement du point ~ :

Wa WV . Au point P , le systé@me peut &tre remplacé par un systdme &quivalent

composé des relations de compatibilité de la forme (2.6) et déterminfesen prenamt

pour vecteur la normale extérieure ¥ . Avec ce choix, les dérivées partiel-

les le long dés directions contenues dans le plan tangent en ~ 3 la froatidre &

sont alors connues lorsque les vatriables f sont connues dans le domaine «J . La

position de W par rapport aux A valeurs propres /\(V) ordonnées de fagon

croissante, par exemple :

2.7 Ay oo € Am < W € Amyr € 6 Ay




montre que, parmi les # relations de compatibilivé (2.6), m relatiogs
transportent une information de 1'extérieur du domaine de calcul -0 vers 1'inté-
rieur, et M.m relations correspondent 3 un transport dans la direction opposée.
Les m premidres relations de compatibilitd ne peuvent donc &tre utilisdes et
doivent &tre remplacées par m conditions aux limites dont la nature dépend

. généralement de la physique du probléme considéré. D'ol 1'&noncé du principe
suivant : : .

- en un point d'une frontiZre du domaine de calcul, les variables sont d&terminges B
3 l'aide d'un syst2me d'&quations constitué des A~ .m relations de compatibilité N
associées aux valeurs propres telles que :

(2.8) A(P) > w
et de m conditions aux limites.

On notera que, pour le cas limite Aa W , la relation de compatibilité corres-
pondante constitue une &quation de transport le long de la frontiBre Z et est
utilis@e pour le calcul de la solution. Pour une fronti8re fixe ( W=z 0 ) et
dans le cas des syst&mes pseudo~instationnaires que nous avons &tudiés, le nombre
m de conditions aux limites 3 imposer en un point de la frontigre dé&pend
exclusivement de la position du nombre de Mach normal M, » V. ¥4 par rapport
aux valeurs : - 1, 0, + 1. En revanche, pour une fronti2re mobile ( wg0) il
n'est, en général, pas possible de mettre en &évidence une rdgle analogue faisant
intervenir le nombre de Mach normal relatif M) «(V-W ).%/4 , comme c'est le

cas pour les équations d'Euler exactes.

La mise en oeuvre pratique du principe précédemment &noncé dans une mEthode de
résolution numérique du syst@me (2.1) peut &tre réalis@e tris simplement sans
faire intervenir directement les caractéristiques du plan ( §,¢ ), mais en
discrétisant directement la relation de compatibilitd (2.6) &crite sous la
forme : — -

7.( 90  9F

(2.9) . ( —(?—'— + -—!— = 0
a¢ rlr/

dans le maillage de bagse. Aprds discrétisation, la relation de compatibilité
(2.9) peut &tre 8crite de la manidre abrégée suivante :

- - — = o ned
(2.10) L (YU */ I )" )g 0
2z

- . 4t -
ol /‘J'j'/ax/./”‘. représente une approximation numérique de ‘)5/01;/ . La fagon

la plus commode de définir cette approximation est d'@crire le systéme (2.1)
discrétisé 3 la fronti2re en adaptant le schéma aux différences pour tenir compte

de l'absence de points de maillage exté@rieurs. Ce systdme discrétisé se présente : e
alors gsous la forme :
s et —nri
(2.11) ur_ gt oL 4 FTE L0
N oF 2 . :
et on prend pour approximation //91/-/ s dins (2.10), 1'expression :

discrétisée (5 51 . On notera que les variables U” n'ont pas de sens physique
puisqu'elleg ne vérifient pas les conditions aux limites. Par &limination du
terme d) 73 dans les expressions (2.10) et (2.11), on obtient la relation
trés simple suivante :

(2.12) " (g _U%) .0

ou encore, en employant les varigbles f s

(2.13) or (fM 7). 0




Les M-m relations de compatibilité utilisées en un point;;ie la fronti&re sont
donc discrétisées de cette fagon en employant la valeur U qui résulte de
1'intégration numérique de (2.1) 3 la fronti8re. A ces relations onadjoint m

conditions aux limites et 1'on résout ce syst2me pour obtenir la valeur de
U™ 3 la frontigre.

2.2 - Application au raccord de deux sous—-domaines -

On se propose, maintenant, d'appliquer le principe géndral &tabli au paragraphe
2.1 au cas odf la frontidre £ est commme 3 deux sous-domaimes <2 et .
Cette frontidre peut etre une coupure artificiellement introduite dans le domaine
de calcul of = j , ou bien_encore une ligne ou surface de discontinuité
pour les variables fondamentales U définissant, dans le domaine o , 1'&tat
du syst@me physique considéré. Si la frontidre est moblle, la mtesse normale
de dé{placement 4’ xm?o:.nt P de £ est: Wa wpt , w p&

- . Les nombres, M et N , des incounnues
relauves aux sous-dgmames c@“’ et % peuvent &tre a priori différemts. Ces
inconnues, notées U er U% » sont les solutions de deux syst@mes hyperboli-

ques distincts, de la forme (2.1), auxquels correspondent les systdmes quasi-
linéaires suivants :

9, 28, 8 _ o dans D
¢ &t/
(2.14) - _
B‘,_ai.f B % .o dons DY
o T 7

On notera A et les valeurs propres solutions des deux &quations caractéris-
thues, de_la forme (2.3), définies dans les deux sous-domaines D et

( A= A(P)), p=p (%) ). Parmi les M (resp. N ) valeurs propres A

(resp A ), ]L (resp. ¢ ) valeurs vérifient les inégalités (2.8) soit :

Ay ¢ ol g A < W s Ar_ger e & Apy a)
(2.15)

My & e & pag & w® & Huoget o & f )

Dans ces condltlons, Y3 relations de compatibilité& doivent étre employées dans
le sous-domaine D pour le calcul des composantes du vecteur au point P
de Z , et ¢ relations sont & utiliser dams le sous-domaine o2® pour le
calcul des ¥ composantes du vecteur g au méme point P . Soit au total

(£#9) relations pour déterminer ( #+# ) inconnues auxquelles il faut éventuel-
lement ajouter la vitesse normale de déplacement du point 2 ( W ou w® ),

Le probleme général du raccord des deux sous-domaines oJ™ et D* ne peut &tre
déterminé que dans la mesure oll les ( 2+¢ ) relations de compatibilité peuvent

étre complét:ées par Z relations supplémentaires que nous appellerons conditioms

de raccord, l'entier ¢ &tant domné par :

(2.16) L2 HeNe & -p-yg

avee € af

lorsque la vitesse W est une inconnue et = 0 dans le cas
contraire.

On peut préciser le dénombrement des relations de compatibilité 2 utiliser et
des conditions de raccord dans le cas particulier, mais important, oll les deux

syst2mes (2.14) sont identiques dans les deux sous-domaines D% et D% ( Ma¥N )-

Nous envisagerons successivement le cas oll %

est une coupure artificielle, puis
le cas ol X

est une ligne ou une surface de discontinuité.
A

&
&
g
3
£
i
&
o




-~ Cas d'une coupure :

Les conditions de raccord traduisent alors la continuit® des A inconnues
U: , au point P de la frontidre £ , soit M relatioms : ¢/ a u®
{27, ..,M . Lacontinuité de ¢ a pour conséquence immédiate que les
valeurs propres définies dans D*et D et les vecteurs propres associds, &

et /S , sont 1li&s par les relations :

’ a/ A‘ = = /aﬁ-fd
(2.17) £at, ., M

& Zi = /5/‘1-&1

la relation (2.173) indique que : §= M.z . Supposons d’'abord que W' ne
soit pas &gal I 1'une des valeurs propres A¢ . La relation (2.17b) montre que
les £ relations de compatibilit& 2 utiliser dans D et les ¢a #.z  rela-
tions de compatibilitéd Z utiliser dams £® sont linéairement indépendantes ;
ces M relations de compatibilité indépendantes permettent donc de dé&terminer
la solution au point AP , la vitesse MW"/ &tant donnée arbitraire. Lorsque la
vitesse normale de déplacement du point F est &gale 2 une valeur propre d'ordre
# , 3 cette valeur propre correspondent /7 relations de compatibilité utili-
sables dans chaque sous—domaine, mais ce sont les mémes relations dans les deux
sous-domainespuisqu’elles ne font intervenir que des dérivées contenues dans le
plan tangent em P & X et donc identiques par continuité&. Au total il reste
M relations de compatibilité@ indépendantes utilisables.

~ Cas d'une discontinuité :

Le syst&me d'&quations (2.1) &tant sous forme conservative et valable dans_les
deux sous—domaines % et D% , il est possible de chercher la solution U
comme solution faible du systéme (2.1) (voir, par exemple, [16]) admettant

des discontinuités 34 travers une surface £ de position inconnue. Les relations
de saut assocides au systdme (2.1) s'@crivent :

(2.18) woaw _ p ES o wh g o v ER
7 4

ol 1'indice supérieur se rapporte au sous~domaine correspondant 2 chacune des deux
faces de £ . Ces M relations scalaires, non lindaires par rapport aux varia=-
bles U; , constituent les conditions de raccord entre les deux sous—domaines
D et D%, Si la position de W™ (oude W@ 5 - W ) par rapport aux
2M valeurs propres Af et 4§ est arbitraire, le problime du raccord de

D et I est, en général, sur ou sous—déterminé. En effet, contrairement 3 ce
qui se passe lorsque ¢ est continu 3 travers £ , la positicm de W par
rapport aux valeurs propres »{ définies damns 2 n'implique, a priori,
aucune position particulidre de Ww®) par rapport aux valeurs propres k¢ défi-
nies dans «D“/ . Dans 1'hypothZse oli les ~ relations de saut constituent bien

M relations indépendantes et non dégénérées, alors le raccord des deux sous-
domaines D et D* sera possible si le nombre de relations de compatibilité
utilisées dans les deux sous—domaines est : Mz 71 . :

Cette situation favorable se rencontre lorsque la discontinuité £ constitue un
k-choc, c'est-3-dire lorsqu'il existe un entier & tel que les valeurs propres
A et 4 vérifient la "condition d'entropie" de Lax [17] :
Mo <« w <)y
(2.19)

()
/lM~£ < Wz < /‘l‘f—léf’




existe un entier
conditions

(«/ (2}
/\IGW = - W =-/aﬁ1-£+7

Dans le sous-domaine 2/, on utilise alors (M-4s7 ) relations de compatibilité
et on en utilise £ dans le sous-domaine oD,
Jointes aux M relations de saut (2.18), ces (Z#,/ ) relations de compatibilité
permettent de calculer les ( 2M+1)
composantes du vecteur
tes du vecteur (' dans le sous~domaine
ment de la discontinuitéd X

soit un total de (Ms1:)

inconnues au point £ de Z
U" dans le sous-domaine 0/, les M composan-
) et la vitesse normale de déplace~

Dans le cas o £ est une k-discontinuitd de comtact, c'est-3-dire lorsqu'il
tel que les valeurs propres A

la conclusion est, en revanche, moins &évidente. En effet, le nombre total de
relations de compatibilité& J utiliser dans les sous-domaines
s, ol I désigne l'ordre de la valeur propre
W™ (ou W% ) &tant déterminde par la rela
du raccord des deux sous-domaines oD% et D%’ n'est dont parfaitement déterminé
que dans la mesure oll, parmi les M relations de saut (2.18),7” relations sont
dégénérées, c'est-a~dire sont vérifides automatiquement et disparaissent.

3 -~ APPLICATION AUX ECOULEMENTS DE FLUIDE PARFAIT COMPRESSIBLE -

» @ savoir

vérifient les

) et D® est :

Ag (ou Upm.B8+1
tion (2.20), le probléme

3.1 - Systéme des &quations d'Euler -

-14 hﬂ < 0
0 %Mt

(frontigre
(frontidre
(frontiére

(frontidre

/zuf _ (ar.)" exff

7&7”1 + (ea)n V;"

amont supersonique)
amont subsonique ou sonique)
aval subsonique, ou paroi)

aval supersonique ou sonique)

/\z ’ /\3 ‘ )\4

/lx'_(dz)"(’#

h

2T (ea)™ Y

La technique générale de traitement des frontiBres externes ou internes décrite
au paragraphe 2 pour des problé&mes hyperboliques quelconques est développde ici
pour les Equations d'Fuler complBtes et pour quelques systémes pseudo-instation-

Ces &quations sont rappelées au paragraphe 4.2 .En écoulement plan, les quatre
valeurs propres relatives 3 une direction 5 sont données par les expressions

,A,=\§_a yhadsa Vg, haVera vg,,v.;
Les relations de compatibilité s'é&crivent tré&s simplement sous la forme (2.13)
en choisissant ;:= (e. Ve Vo, n )r, ol 7 est le vecteur unitaire nmormal 2 §

V , et avec @y = (0, ~p2,0,1), & = (0,0,1,0), Ty a(-a200,1)

T4 = (0,pa,0,1) . En ce qui concerne le nombre m de condi-

tions aux limites 3 imposer sur une frontidre, mobile ou non, le principe &noncé
au paragraphe 2.1 conduit 2 une discussion simple oll n'intervient que le nombre
de Mach normal relatif M, a(V%p-W)/;

Considérons plus en d&tail le cas d'une fronti&re aval subsonique et le cas d'une
paroi. Dans ces deux cas, il faut une condition aux limites, et on doit utiliser
les relations de compatibilité assocides 3

qui s'écrivent, sous
la forme (2.13)

g

=

a2
]
2

A

SRR e

t
d
¥
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et oll, rappelons-le, l'astérisque désigne des valeurs fournies directesent par
le schéma numérique 3 la fronti&re. Pour une frontidre aval subsonique, on uti-
lise en général comme condition aux limites la donnde de la pressiocnm ; connais~
sant ﬁ'*’ , on tire immédiatement %7, K et Kr du systdme (3.2). Pour
une par01 dont lg v1tesse de déplacement W est donnée, la condition de gligse~
ment s'Ecrit V" . et on détermine trds facilement }”",p"' %?

3 1'aide de (3.2). )

La technique de raccord de deux sous—domaines s’applique au traitement d'un choc
Z lorsqu'on résout les &quations d'Fuler compl&tes dans chacun des deux sous-
domaines, la condition d'entropie de Lax (2.19) &tant satisfaite. Pour fixer les
idées, on suppose que le fluide ttaverse S de D vers D¢ ;y Z est done
une frontidre aval supersonique de £ et une frontidre amont subsonlque de D
On utilise les quatre relatlons de compatibilicé du c8té& de D , ce qui signi-
fie que les valeurs U’ fournies par le schéma sont conservées sans modifica=-
tion, soit U™ 4 0% | et om utilise une relation de compatibilité (celle
associde 3 My , avec les notations du §2.2) du coté de éaa’; cette relation
s'éerit

ne! @m et @2 a;
(3.3) 7?-(’) "y (ed) K Vp(.; = /ZM (ea) ,)m

et forme avec les %uatre relatlons de Rankine-Hugoniot un syst@me non lindaire
aux incommnues et W™,

Pour une surface de glissement, la technique de raccord s'applique &galement

sans probléme car deux relations de saut (en &coulement plan) sont dégénérées,

et il ne subsiste que les conditions de continuité de la vitesse normale et de la
pression.

Ces techniques sont mises en oceuvre au paragraphe 4, dans un probla3me d'interac-
" tion choc~couche limite, pour le raccord de sous-domaines Fuler 3 travers un
choc et 3 travers unme coupure, ainsi que pour les traitements de la frontisre
aval et de l'axe de symétrie.

3.2 -~ Systéme pseudo—instatiomnaire "H" -

Ce systdme, intéressant pour le calcul des &coulements stationnaires iso-gnergé-~
tiques, est formé des &quations instationnaires exactes de continuité et de
quantité de mouvement. L'8quation de l'énergie instationnaire n'est pas utilisée,
mais elle est remplac&e par 1'&quation de Bernoulli stationnaire qui d&termine
explicitement la pression comme une fonction des variahles de base qui sont la
masse volumique et la quantité de mouvement [101, [11].

Ce systéme "H" est hyperbolique, et, en &coulement plan, les trois valeurs
propres, qui sont distinctes, s'dcrivent :

(3.4) )‘13 = 1——» V; 1/ ‘Y', V;) , )\z. = V;

Avec les variables f ( Y;, V7 R ) , les coefficients des relations de
compatibilité (2.13) omt pour expression :

G=(e(h-Y)01), Go(0.7,0), Galo(l-5)01)

Le nombre de relations de Compatlblllte 'z utiliser en un point d'une frontidre
est : z8ro si W« X1 (il faut donc imposer toutes les variables) , un si
)\, & W « )\z (il faut deux conditions aux limites), deux si Az & W< As
(i1 faut une condition aux limites), et trois si Az ¢ W (pas
de condition aux limites). Ces divers cas ne se ram@nent pas aux positions du
nombre de Mach normal relatif, Mﬁ , par rapport 3 - 1, 0, + 1, lorsque WgO .
Remarquons que,la méthode n'étant valable que pour le calcul d'8coulements

i
*

yot
P




stationnaires, 3 convergence W deoit tendre vers zéro, et on retrouve une

classification des_divers cas en fonction uniquement du nombre de Mach normal %
(algébrique) M, = Y.V4 . ] f

Les relations de saut 3 travers un choc correspondant au systiéme "H" différent 4
des relations de Rankine-Hugoniot habituelles par le fait que c'est 1'enthalpie
totale (par définition du systime "H") et non 1l'enthalpie torale relative, qui
se conserve 3 travers le choc. La condition de Lax (2.19) s'écrit :

(3.5) al W <A , b uy < W <

D'aprés la condition (3.5a), il est possible d'avoir un choc avec un nombre de
Mach normal relatif amont inférieur 3 1'unit8. L'dtude des relations de choc

"H" montre qu'd travers un choc vérifiant (3.5), la pression statique augmente,
la vitesse normale diminue, comme c'est le cas avec les relations de Rankine~
Hugoniot, mais que la masse volumique peut diminuer. L'entropie d'ume particule
fluide traversant le choc peut &galement diminuer. Bien entendu ces comportements
non physiques disparaissent 3 1'&tat stationmaire,

Quelques exemples dfapplications du systdme "H" sont présentés ci-dessous. Ils
ont &té obtenus par la méthode explicite de discrétisation directe dans le plan
physique présentée au paragraphe 4.3. Le traitement numérique d'ume coupure a
d'abord &té mis au point pour un &coulement transsonique, avec choc¢, dans un
canal plan. Le maillage utilisé est continu 3 la traversée de la coupure. La
figure 1 représente les courbes iso-nombre de Mach obtenues 3 comvergence. On
notera que ces courbes ont des tangentes parfaitement continues sur la coupure
y compris- dans la région oll le choc est capturé.

Mz 85

@()’)

Coupure ¥

2
D

Fig. 1 = Profil circulaire dans un canal = Courbes iso-~Mach

Les autres essais numériques ont porté sur des &coulements dans une tuydre plane
utilisée 38 1'ONERA pour 1'étude expérimentale de l'interaction onde de choc~
couche limite. Cette géométrie correspond &galement au calcul présentd au paragra-
phe 4. On wmontre d'abord un calcul de tuy2re compldte, en régime amorcé sans choc.
Le domaine de calcul a &té s@paré en deux sous-domaines 3 maillages trds diffé-
rents (fig. 2a). Le rapport entre la taille des mailles de part et d'autre de la
coupure est &gal 3 4. Etant donné que l'on ne discrétise pas 3 travers la coupure,
la différence de taille des mailles & travers la coupure peut &tre quelconque

sans qu'il y ait perte de pr8cision théorique du schéma numérique. La figure 2b
représente les courbes iso-nombre de Mach obtenues 3 convergence. Ce premier
calcul a permis de d&finir les grandeurs aérodynamiques dans une section superso-
nique située en aval du col sonique.

SRR
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£1

@) Majllase des deux sous~domaines

SIS

/ANNNN

b) Courbes iso-Mach ( AM =.025)

Fig. 2 = Ecoulement amorcé sans choc dans la tuyére S8

P =

tis /——\w

aVJ'_ Courbes iso-Mach ( AM =.005) pour p2 = .67674 pi

=

b) courbes iso-Mach ( AM =,005) pour p2 = .68674 p;

Fig. 3 = Ecoulement amorcé avec choc dans la tuyére S8
Cntaoan ofesmmd N
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Pour les deux calculs d'&coulements avec choc, le domaine de caleul o a &té
limit& au divergent de la tuy&re entre la section précédemment d&finie ‘et une
section situfe dans une région ol les deux parois de la tuy2re sont pratiquement
paralléles, ce qui permet de justifier 1'hypothdse d'une pression statique
constante dans cette section. Le domaine de calcul & a &té divisé en deux sous-
domaines D" et D% dont 1a frontidre commune mobile est le choc £ » ligne de
maillage particulizre pour D et pour & . Le maillage de chaque sous~domaine
doit donc se déformer au cours des itdrations pour suivre le déplacement du choc,
comme décrit au paragraphe 4.3.1. Un premier calcul d'&coulement avec choc a été
effectué pour une pressionm aval f; = 0,67674 £; , ol #%; désigne la pression
d'arrét 3 1'infini amont (fig. 3a). L'approximation monodimensionnelle de la loi
des aires a &t& utilisée pour déterminer les conditions initiales, y compris la
position du choc. On a constaté que cette position a peu vari& au cours des itéra-
. tions. Les résultats de ce premier essai ont servi de conditions initiales 3 un
second calcul d'@coulement avec choc, réalisé pour une pression aval plus &levée:

R = 0,68674 ﬁ; (fig. 3b). L'onde de choc, et donc le maillage, se sont alors
nettement déplacés au cours des it&rations.

S

3.3 - Raccords entre systémes pseudo-instationnaires différents -

I1 peut &étre int&ressant pour le calcul de certains &coulements, d'utiliser une
méthode mettant en oeuvre des syst2mes pseudo-instationnaires distincts dans
deux sous-domaines J¢ et £ . par exemple, s'il existe une région ol 1'écoule~
ment est irrotationnel, on peut envisager d'utiliser une méthode 3 enthalpie
totale et entropie constantes (méthode pseudo-instationnaire "HS1" ou ™HS2",
[10]) dans cette région, et de résoudre les &quations d'Euler, ou le systdme "H"
en dehors. Aucun calcul n'a encore 8té effectué dans cette voie, mais il semble
int&ressant de montrer la possibilité d'un tel raccord, dans le cas, par exemple,
de la méthode ''HS2".

La formulation "HS2" correspond au syst@me (2.1) avec, en &coulement plan :
- U = wu CF @y
(3.6) Us ) 5:(() r /;Z;(P )
o . puv erisn
ot ¥, £ et ¢ sont des fonctions connues du module V de la vitesse. La fonction
@ est choisie de telle sorte que le syst@me soit hyperbolique.

Pour une direction 5 donnde, 1'équation caractéristique (2.3) s'écrit :

P 2 y: 2 y2 Ve
(3.7 c'ﬁ/\_c‘ev§(1,‘/?__51_)_./\,.pl’(7-_a§.)30

avee Ao daV) _ 4
aav

L'8tude de ce trindme en A indique que le systime n'est pas hyperbolique pour
n'importe quel choix de la fonction ¢ . En prenant par exemple : 0z (V). V‘/V

ol V, est une vitesse de référence donnée, les deux valeurs propres sont réelles
et ont pour expression @

(3.8) Mz = ..%.{Vg (1-50=) V4 1 ,/,;/ , (M. .a!.)

Avec les variables /F._. ( Vg , Vy) s les coefficients desrelations de compati=-
bilité@ s'écrivent :

) A %))
(3.9) Wy 2 .-.:(—/\1/20-.*{3‘/5(14--;/—2-)' ; €V7(1..._v.%.))

Traitement d'une coupure "HS2-H' :

Y
e Ty
aT

it

o

Considérons par exemple le cas d'um &coulement transsonique avec choc autour
d'un profil. Le domaine de calcul peut &tre divisé en deux sous-domaines : un
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sous—domaine 2" ot 1'écou1$ment est potentiel et oll la méthode "HS2" est utili-
sée, et un sous—~domaine o’ ol 1'écoulement peut tre rotatiommel et ol le systd-
me "H" est résolu. .

Le probléme du raccord 3 travers la coupure & supposée fixe est alors correcte~
ment posé lorsque le fluide va de D vers D®’ et lorsqu'on impose la continuité
de 1'dcoulement (continuité de la vitesse et de la masse volumique, assurant la
continuité de 1'entropie, soit trois relations). En effet, on dispose de ## rela-
tion de compatibilité dans DY et de g9 dans ;9“’, avec =7 , g=1? si la
vitesse normale est subsonique, et avec f=2 , ¢. 0 si la vitesse normale est
supersonique. On a donc un systéme formé de deux relations de compatibilité et de
trois conditions de raccord, pour déterminer les cinq inconnues (deux dans 2/,
trois dans D%),

Traitement d'un choc "HS2-H" :

Soit maintenant un choc mobile 5 séparant un sous—domaine amont 2% oll 1'&coule-
ment est irrotationmnel et ot 1l'emploi du systéme "HS2" est justifié, et un sous-
domaine aval D® ol 1'&coulement est rotationnel et oli la méthode "H" est uti-
lisée. En supposant faible la vitesse W de £ , le probléme est alors bien posé
en utilisant :

- les deux relations de compatibilité dans 29, c'est-3~dire en comservant les
valeurs U'* fournies par le schéma ;

= la relation de compatibilité assocife 3 4; dans éaa';

=~ las trois relations de saut du syst8me "H".

L'hypothése " W faible" permet d'assurer que l'on a bien deux relations de compa~
tibilit& utilisables dans 2%/, On dispose alors de six relations permettant de

calculer les deux inconnues dans oP® , les trois inconnues dans D | ainsi
que W .

4 = APPLICATION A UN PROBLEME D'INTERACTION CHOC-COUCHE LIMITE -

4.1 - Généralités -

Nous présentons maintenant une application de 1'approche par domaines au traite-
ment numérique du probléme de 1'interaction choe-couche limite turbulente dans
un canal en régime transsonique. Ce probl2me a d&j3 &t& abordé, comme ici, par
la résolution des équations de Navier—Stokes moyennes, mais en ne considérant
qu'un domaine de calcul, le choc &tant capturé dans tout le domaine (par ex.
£181, [19] et [201).

L'approche par domaines permet d'ume part de découpler les probl3mes de maillage
dans la région de fluide parfait et dams la région de fluide visqueux, et d'autre
part d'ajuster le choc sur sa plus grande partie. Il en résulte une &conomie de
points de maillage et une meilleure précisiom.

Le canal consid@ré est plan et symétrique. Le domaine de calcul est donc limité
de fagon naturelle par la paroci en bas et 1l'axe de symétrie em haut, et en outre
de fagon plus empirique par ume section amont et une section aval prises assez
loin de la zone d'interactiom.

Ce domaine (fig. 6) est divisé& en trois sous-domaines de la fagon suivante : une
coupure horizontale s&pare un domaine, vers le bas, qui contient la couche vis-
queuse et que nous noterons a@v,d'un domaine, vers le haut, oll les effets visqueux
sont négligeables (domaine &5 ) , et ce dernier est lui-méme divisé en deux sous~
domaines &5% et «Jz par l'onde de choc. Autrement dit l'onde de choc est ajustée
dans éQp , et capturée dans oy , ce qui permet de ne pas resserrer le maillage
prés du choc dans &p tout en ayant une précision bien supérieure 3 celle que
donnerait une méthode de capture.
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Il serait souhaitable d'ajuster le choc &galement dans .J, ; cette solution est
étudiée mais il faut résoudre la difficulté que présente la formation progressive
du choc par coalescence d'ondes de compression. Il faut noter aussi que l'ajuste-
ment du choc dans o& ne dispenserait pas d'avoir un maillage trd@s resserré dans
cette zone afin de bien représenter ces ondes de compression qui résultent de
1'interaction choc~couche limite.

Dans les 2 sous—domaines qui constituent <& on résout les équations d'Euler
complates, et dans le domaine oy on résout les 8quations de Navier-Stokes
moyennes décrites au paragraphe 4.2 avec une approximation de couche mince

(§ 4.3.3). Le choc dans «J» et la coupure horizontale sont traitds par la
technique de raccord de domaines de fluide parfait présent&e au paragraphe 3.1
(les effets dissipatifs &tant négligeables au voisinage méme de la coupure du
c6té de &, ). Le point triple, intersection du choc et de la coupure, nécessite
un traitement particulier décrit au paragraphe 4.3.5.

4,2 - Equations et conditions aux limites ~-

Nous rappelons tout d'abord la forme habituelle des &quations de Navier-Stokes
moyennes dans le cas d'une modélisation de type "viscosité tourbillomnaire "
(voir par ex. [21] pour une discussion plus compldte).

Les variables de base sont les valeurs moyennes de la masse volumique, e, de

la densité de quantité de mouvement, ¢V ( V est donc la vitesse moyenne pondé-

rée par la masse), de 1'Znergie interne volumique, pe¢ (e est donc 1'8nergie :
interne spécifique moyenne pondérée par la masse).

En &coulement plan et en coordonnées cartésiemnes X, }t , les é&quations de Navier-
Stokes moyennes s'écrivent, sous forme conservative :

4.1 oU _f)..fi. c)F—: - G c’G:
_ 3t T T ox " 3y -
ot U est le vecteur des variables de base :
(4-2) [/-3 (P , P‘Q , QU , €£ )r [ — .

-
4,7  étant les composantes cart&signnes de la vitesse moyemne V et £
1'énergie totale moyenne : £ = e # VY2

Tous les termes dissipatifs sont rassemblés au second membre de (4.1) ; les &qua~
tiona d'Euler pour un fluide parfait s'obtiennment en &galant le premier membre
3 2z8ro. On a les expressiomssuivantes pour les termes de fluide parfait £, P

= r

Foa (pa ,pdbrp , eur , (pfsp)u ) 3
(4.3) .

= , ,

&;(FU‘,@(LU’,F”#/? /(PE*/‘L)F)

ol /o est la valeur moyenne de la pression. Pour un gaz parfait & chaleurs spéci-
fiques constantes de rapport J »omna:

(4.4) /z.—.;_((y_d) ee

les termes dissipatifs G, , G, sont donmés par les relations :

#

r
6.18(0} ZXZIZX};“Z.ZI*'”&}/"?:)
(4.5)

~ T
Gz=(0/3:=; /3;;1"‘32;*"@7‘?;)




[ Zmu_g.(/uﬂr)(zgf'“‘%ﬁ
J a
Gy = (prpr) 'zf—*‘éi"
(4.6) 4 P) p)
- 2 v “
cﬁa—g-(,a*/“r)(zng"’}?
sy (A A 9

I 7{:,}/)" J'(F;. * ;;,){az,ay)

A est la viscosité moléculaire, variant avec la température selon la loi de
Sutherland et fLr est la viscosit& "tourbillomnaire" ; A est le nombre de
Prandtl, /?7 le nombre de Prandtl turbulent. Dans la phase présente de cette
étude, consacrée 3 la mise au point de la méthode de calcul par domaines, on se
contente d'un mod&le algdbrique simple sachant qu'un tel mod2le ne peut &tre
quantitativement correct dans une zone de forte interaction. On utilise le modale,

du type longueur de mélange, de Michel et al. [22] pour des couches limites non
décollées :

(4.7) M = e FF(3) /d%/ay/

ol V1 est la composante de vitesse tangentielle % la paroi, 7 1la distance nor-
male 3 la paroi. La longueur de mélange ¢ , rapportée 3 l'épaisseur J de 1la
couche limite, est dounée comme une fomction universelle de 7/{ :

(4.8) L. oves /%/'._K_z___ K= 0,41
§ (0,085 7)
La fonction F , dite fometion corractrice de sous-couche visqueuse, dépend du
frottement total T : Ta (4 f/a,.)dVy/()? , par l'intermédiaire de la variable

 + &=l
(4.9) F(C) = 1-awp/__\/§—/(zsx)/

La relation (4.7) qui domne A, est donc implicite puisque F dépend de 4r ,

mais on peut la résoudre numériquement June fois pour toutes et tabuler up

comme fonction de la variable Z -(ff[,ﬁl.)/’()Vf/ay/ . Dans le cas des &quations ;
de Navier-Stokes, on remplace, dans les expressions ci-dessus, 0\/1/37 par la } il
quantité (Ju/gy - 0%1.) qul est 8gale 2 1l'opposé du tourbillon.

En ce qui concerne les conditions aux limites 2 associer aux &quations de Navier-

Stokes ou aux &quations d'Euler, certaines sont dict&es par la physique ou la i
géométrie du probléme (conditions 2 la paroi, condition de symétrie), et les £
autres doivent &tre choisies de fagon partiellement empirique en s'appuyant sur
l'interprétation physique du probl3me et sur la nature mathématique des &quations; i
on trouverz une discussion générale de cette question dans [21]. k

A la paroi, on impose 1'adhérence du fluide (4= = 0 ) et un flux de chaleur
nul (paroi adiabatique, 0‘9/673 g . '

Sur 1'axe de symétrie ( }’ =ck ) les conditions de symétrie sont : = O .,
duf =3¢/, =d€/, = O .

A

Dans la section d'entrée, oll 1'&coulement est supersonique sauf dans un voisinage
de la paroi, toutes les propriétds de l'&coulement (c'est-2~dire! ) sont fixfes.
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Dans la section de sortie ol 1'8coulement est subsonique, on impose la valeur
de la pression comme on le ferait dans un calcul de fluide parfait. La position
du choc dans le canal dépend essentiellement de cette conditiom.

4,3 -~ M&@thode numérique -

4,3.1 - Schéma de différences finies -

On utilise un schéma prédicteur-correcteur explicite qui comstitue une applica-
tion du schéma de MacCormack [23] directement dans le plan physique en maillage
curviligne quelconque. Ce schéma a d&€j3 &té présenté pour les équations d'Euler
[11] et pour les &quations de Navier-Stokes [21], [24]. Dans le pré&sent calcul
nous avons utilisé dans 0y une approximation de type "couche mince " pour les
termes dissipatifs qui est introduite directement sur les &quatioms discrétisées.

Rappelons le principe de ce schéma. Pour toute grandeur ¢ connue aux noeuds du
maillage, on obtient des approximations précises au premier ordre des dérivées

P /3 et 36’/&;{ en un noeud M en supposant que $ varie linéairement en
£y sur un triangle MP@, ol P et ¢ sont deux autres noeuds voisins de /7
(et non alignés avec & ) :

(gg’)ﬂ (‘Zr ¢),«1 "-’-(/NP ¢MQ "/”rvq ?HP)/I
(_@i;;)n (‘% )y = (- %w Pog * Tug ur )T f‘}*:"ﬂ'ﬂw o
ot Pup = P(R)-B(1) | Jp = J(°)-3(0) , k-

Be

(6.10)

e

Ce schéma ne fait donc appel qu'aux
coordonnées cartésiennes des noeuds
du maillage ; la relation qui existe
entre cette méthode de discrétisation
directe dans le plan physique et

une méthode de transformation de
coordonnées est discutée dans [11].

A partir des quatre noeuds voisins
de M, goit les points M, §, E, O
(fig. 4), on définit les opérateurs
de type (4.10) suivants : d'une
part Jr et avec les pointg

M, 8, E, et d%autre part 4& , 4
avec les points M, ¥, 0 (une autre
variante est évidente). Le niveau . . ] . .
de temps &tant repéré par 1'indice Fig. 4 - Discrétisation dx;ecte
n ( %= AL ), et la valeur dans le plan physique
prédicteur fournie par le ler

pas étant notée 7#7 , le schéma

s'gerit

=10 il

g 0% 0t [L(B-G)+ 5 (E-8)] |
- s H [T E T 3 om g
o T L0 0at [G(F-G)" s &(F-§)"]f

Pour discrétiser les dérivées premidres de «,¥, € qui apparaissent dans les
termes digsipatifs & , &; ,on utilisera les op&rateurs opposés 3 ceux utilisés

(4.11)

AR P ol il

¢
5
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pour 961 /oy , ‘)Gﬁ/c); , ¢'est~8~dire d;- , J au ler pas et :& ,.5 au
second pas. Le schéma est du second ordre en espdce et en tem?s si le maillage
est suffisamment régulier (c'est-a-dire si [ ME » MO [ = O(ME?) et

/M8 + AN/ = O(MN?) )

4.,3.2 - Viscosité artificielle -

Deux &tapes supplémentaires de calcul sont éventuellement effectudes 3 la suite du
correcteur (4.11.b) pour introduire une viscosité artificielle. La premidre é&tape,
nécessaire 3 la capture des chocs, utilise la viscosité artificielle non linéaire
de Lerat et Sid&@s [25], mais restreinte 2 une seule directionm, celle des lignes
de maillage du type OM£ (/'acfe) qui suivent la directiom principale de
1'8coulement :

— - - - — - r#!
(6.12) et - szffn ¢ _2]7t {/U,,E/U/vs -/Ua,y /UOM/

ol 4X est de l'ordre de 1'inverse du nombre total de mailles dans la direction
des lignes /':cfe , et ol & est pris de l'ordre de 1'unité.

La deuxiBme étape introduit une viscosité artificielle linéaire du 4e ordre [26],
permettant d'amortir les oscillations de courte longueur d'onde sans perturber
les zones & fort gradient de la solutiom :

— } — - - — n#?, (1)
(4.13) g g & /UEE’ # Uy = 3 Uy = 3 Uno./

-

- — - - a1, (1)
_fz[U”NIfUSs/ _3U,.,~_SU,\,5/

’ 1 ’

£,0,¥8 5 sont les points de maillage respectivement voisins de
0,N,S5 indiqués sur la figure &4, et oll les coefficients & , & sont

pris de 1'ordre de 10~3.

4.3.3 -~ Approximation de couche mince =~

Il est possible de simplifier les calculs en introduisant une approximation de
type "couche mince" directement dans les &quations discré&tisdes. Les lignes de
maillage du type OME Etant orientdes selon la direction principale de 1'dcoule~
ment., 1'hypoth&se de couche mince revient 3 considérer que les termes dissipatifs
au second membre de (4.1) sont egsentiellement détermings par les gradients
transversaux (c'est-d-dire dans la direction de SM¥ ) de «,¢, @ . Si, dans
les formules générales (4.10) on convient que A représente soit # soit S
et @ soit £ soit O , ces formules pourront 8tre simplifides en 8crivant :

(JI¢)M = —;//yg ¢/\yp/"r
(03'¢)H = L rg 45/1;7/]

et ce, uniquement pour les termes dissipatifs. Les &quations d'Euler restent
donc entidrement contenues dans les &quations discrétisges, et celles—ci restent
également valables dans ‘Zv s que ce soit dams la couche visqueuse ou 2
1'extérieur.

(4.14)

4.3.4 = Calcul en maillage variable -~

Le schéma a &té défini ci-dessus en supposant le maillage fixe. Or le calcul est
effectué dans un maillage variable car les lignes tramsversales se déplacent
pour suivre le mouvement du choc, aussi bien dans a@p que dans ), .

Repérons les noeuds du maillage de fagon habituelle par un couple d'indices (4',/ )

el

L

E
B
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séparément pour Jp et pour Dy . Les lignes J.de , obtenues par interpola~-
tion en , sont fixes. Dans Zp le choc est ajusté ; c'est une lizne de
maillage mobile, d'indice 4:¢. fixé, oqui coupe l'interface entre o et ov
au point triple A (fig. 5).

cHoc
1 effe

:Dm 33(2}
[ f:]
¢ Al Ja D
COUPURE T
£ Ta F
!
/ D y
)
L
s

Fig. 5 = Maillage au voisinage du point triple.

Dans o0, on prend les lignes <{-ck verticales (les formules (4.10) sont
simplifides en conséquence), et la verticale issue de 4 , .z a Za (c) , est
choisie comme une ligne de maillasze <=4y . d'indice ¢ fixé ; ainsi le
resserrement des lignes <{-¢% qu'on introduit autour de <=<¢; pour une bonne
représentation de la zone d'interactiom, suit automatiquement le déplacement
du choc.

Pour appliquer le schéma en maillage variable on pourrait, comme dans [24],
remplacer 9U/% dans (4.1) par 9V/[9z — (W 9 & Wy f"%) ), ot 99z représente
la dérivée en temps en un point de maillage donné de v1tesse W (de composantes
Wy , Wy ) et intégrer par rapport 3 T . Nous utilisons ici une autre technlaue

consistant 3 calculer U™’ sur un maillage fixe défini & 1'instant £% . comme
d&crit dans les paragraphes précédents, puis i pro;eter cette solution /™' sur
un nouveau maillage défini 3 1'instant (' : =

Soit M, £ et O 1les positions i l'instant ¢* des points de maillage [t/)

(4'+1,/'/ et (¢-7, {) respectivement. La vitesse K, de déplacement du point
(4‘,{) est déterminée par les 2 conditions suivantes :“a) W., est paralldle i OfF, .
a composante Wz, est obtenue par interpolation linédire en &£ entre le ‘

choc dans oZp , ou la'ligne 4 4y dans &y, et la frontidre fixe amont ou aval.

On calcule alors la position #’ du point (¢ /) 2 1'instant ¢%*7 | ainsi ;

que la valeur en M’ de toute grandeur ¢ connue dans le maillage de 1'instant ’
t® , par un développement de Taylor au ler ordre :

M

(4.15) o(m)

Wy ot = )t OF
55(/‘7) # m.?rad'¢
p(n) v Aot [p(e)- p(2)]

i
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En pratique la vitesse de déplacement du maillage reste tr@s faible et le
déplacement MY reste toujours trés inférieur 3 la dimension de 1la maille M€
ou M7 .

4,3,5 — Traitement du point triple - . 4

Le point triple A nécessite un traitement particulier assurant le passage de

la méthode d'ajustement 3 la méthode de capture pour le choc, et tenenmt compte

de ce que les lignes < ¢/  sont beaucoup plus resserrfes dans 9y que dans
)» au volsinage de ce point.

Le schéma de la figure 5 montre le détail du maillage au voisinage du point
triple (les interfaces entre sous—domaines sont dédoublées pour bien distinguer
les points de maillage).

Le_schéma numérique n'est pas appliqué aux points 4 et A’ , et les valeurs de
U* en ces points, qui intervienment dans les relations de compatibilité (2.12)
sont obtenues par extrapolation parabolique le long de l'interface (/} cfe )
8 partir des points amont pour 4 , et 3 partir des points aval pour 4’ . lLa
vitesse du choc qui résulte du traitement des points du choc n'est pas retenue
en A pour calculer le déplacement de ce point ; en effet afin de relier le choc
ajusté dans e@, au choc capturé dans =2, , on détermine le point choc # comme
tant 3 l'intersection de l'interface avec le segment BS, S &tant le point soni-
que sur la ligne /. ck immédiatement en-dessous de la coupure. Pour les points
de maillage situdd sur la coupure du cdté& de &y et entre £ et £ , on déter-
mine les incomnues U par interpolatiom linZaize entre C_et A4 d'une part,
et entre A et 0 d'autre part, en premant Ypr = (U,, #Up)/2 5 en £ et F
ainsi qu'en C et 0 , on applique le traitement de la coupure décrit au paragra-
phe 2.2 .L'étalement du choc 2 la coupure est ainsi limité& 3 2 mailles de &) .

4.3.6 - Traitement des frontidres -

a) Paroi : le schéma (4.11) n'est pas appliqué 2 la paroi (/=7 ) , mais seulement
2 partir de la ligne au-dessus (/-2 ) . L'&coulement 2 la paroi est obtenu 3
partir des conditions aux limites ( «=27:0 , 9%Dp20 ), et A 1'aide de
1'équation de quantité de mouvement normale qui fournit 9%y en fonction des
termes dissipatifs. Pour des &coulements 3 grand nombre de Reynolds, 2t pour une
paroi 3 faible courbure, on peut prendre Qﬁ/%y = d .

Compte tenu du choix des opérateurs dp , d;q ,dy et dy qui interviemment dans (4.11),
le calcul du correcteur sur /=2 mne fait' appel 2 dis valeurs prédicteurs sur la
paroi que pour les termes dissipatifs, et il n'est pas nécessaire de définir de
valeurs prédicteurs pour £ et ¢ . .
Les formules aux différences, décentr8es en ; , utilisées pour discrétiser

5“/9? et Qﬁéb & la paroi, conduisent & des systimes tridiagonaux que l'on
résout aisément par la wéthode de double balayage.

b) Fromtilre amont : toutes les grandeurs sont donndes sur la frontidre amont
({21) . On y calcule néanmoins un prédicteur U™’ qui est nécessaire au _
calcul du correcteur sur la colonme suivante (¢i=2) . ¥

¢) Axe de symétrie : c'est une frontidre du domaine «Jp . En fluide parfait, il
est équivalent de traiter cette froutidre comme une paroi plane, ce que l'on fait
par la méthode décrite au paragraphe 3.1.

d) Fronti&re aval : la pression est imposée, et on utilise la méthode basée sur
les relations de compatibilité décrite au paragraphe 3.1., aussi bien dans Do
que dans J; . Naturellement damns &, , les valeurs &” sont celles fournies
par le schéma pour les &quations de Navier-Stokes, et nom pour les &quations
d'Euler.
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' 4.3.7 - Sous—maillage -

Un maillage extrémement fin est nécessaire pr&s de la paroi pour biem représen-
ter les variations tr@s rapides des propriétés moyennes de l'@coulement dans la
couche visqueuse turbulente.

Ce resserrement de maillage est r8alis& en combinant deux techniques : a) une
contraction régulidre du maillage de base définie par une loi exponentielle :

(3-3,(z1)/ (gy-4(z)) « (e~ 1) [(eh-1)

! ; (.t) est la paroi et yziﬂ la coupure, le maillage de base &tant,
par éf{nition, 2 pas comstant 2JY { et b) une technique de sous-maillage par
zones [9], [24], dans laquelle la maille en Y est divis@e par deux d'une zone
3 la suivante en allant vers la paroi. Cette technique de dichotomie permet un
raffinement rapide du maillage, tout en comnservant un maillage régulier dans
chaque zone. Le raccord des zones est assur@ par recouvrement, et un systdme
spécial de balayage en temps des zones est mis en oceuvre de fagon 2 "utiliser
dans chaque zone un pas de temps maximum propre 3 cette zone.

La figure 7 montre le sous-maillage réalisé avec cing zones pour l'application
numérique présentde au paragraphe 4.4,

4,4 - Résultats -

Les conditions du probldme d'interaction choc~couche limite traité ici somt
celles d'une expérience réalisée dans la soufflerie S8 de 1'ONERA et décrite dans
[27]. Les conditions génératrices &taient les suivantes : pression génératrice

A = 0,96 bar ; température génératrice 7% = 300°K.Le nombre de Reynolds calcu~
18 2 partir de la hauteur # de la section aval ( # = 50 mm, demi-hanteur du
canal), de la vitesse du son génératrice & et de la viscositd cinématique dans
les conditions génératrices, est &gal & : Ae = 1,039. 106. Le nombre de Pramndtl
turbulent vaut 0,9 ; le nombre de Prandtl est égal a2 0,725 et le rapport des
chaleurs spécifiques 3 1,4. Enfin, le nombre de Mach 3 la frontiBre de la couche
limite et 3 l'origine de l'interaction vaut envirom 1,3.

Le domaine de calcul, qui s'dtend de & = 113 mm 3 £ = 238 mm, et les maillages

(2 convergence) sont représentd@s sur la figure 6. Le maillage comporte (22 x 13)
points dans D5’ et (30 x 13) points dans <05’ ; le maillage de base de oJy com=
prend (61 x 21) points.

Les conditions sur la fronti8re amont £; ont 8té déterminées @ partir d'un calcul
préalable, par la méme méthode, effectué dans la partie amont du canal représen~
tée sur la figure 2.a, pour un régime amorcéd sans choc. Les conditions initiales
sont définies dans b en prenant unme solution monodimensicnnelle correspondant 2
une loi de section du canal tenant compte d'une épaisseur de déplacement déduite
de 1l'expérience ; la pression sur la fronti8re aval Z, est déterminée de telle
sorte que le choc de la solution monodimensiomnelle se place 3 1'absecisse du
choc expérimentale. Les conditions initiales dans -&y sont déduites des conditions
amont (¢=!)et des conditions sur la coupure (/ a/,,) par les formules :
¢(4{}/¢(4/4)= b (1, )/¢ (1, /,,) pour “Pa 4,7, x,H . Sur la frontidre
aval, la pre551on est maxntenue constante, &gale i sa valeur initiale dans Jr
( ﬂzn 0,6625 #; ). Cette valeur diff2re de la valeur expérimentale ( £, = 0,6357 #;)
par suite des effets tridimensionnels dus 3 la présence, dans l'expérience, de
couches .limites latérales.

Dans le modile de turbulence, on utilise une loi d'&paisseur J exp&rimentale,
calée sur le minimum de pression & la paroi.

Les résultats présent&s correspondent 3 un nombre d'ité&rations &gal 3 3000, soit
un temps physique &coulé égal 3 3,59 4 Ja; = 5,16.107%sec. En d&but de calcul, le
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choc se déplace vers l'aval, puis revient vers 1l'amont et repasse par sa positien
expérimentale (au niveau de 1'axe de symétrle) 4 3000 itératioms. La solution

' présenté@e ne correspond donc pas 3 une position d'&quilibre du choc, mais on peut
la considérer comme &tant en &volution quasi-statiomnaire, car la vitesse du

choc est faible (envirom 0,023 4; ).

Le mod&le de turbulence utilisé ne pouvant étre quantitativement correct dans la
zone d'interaction, on ne présente pas ici de comparaison détaillée avec les
résultats expérimentaux. La comparaison est cependant tout i fait satisfaisante
qualitativement, comme on peut le voir sur les figures 8a et 8b, qui montrent
des courbes isochores, respectivement expérimentales (obtenues par interfdromé-
trie holographique) et calcul@es. Les figures 8c et 8d représentent les courbes
iso-nombre de Mach et les courbes isobares calculdes. On notera sur la figure 8c
1'8paissigsement rapide de la couche visqueuse, provoqué par 1'interaction avec
le chac (une partie seulement du domaine de calcul est représentée sur ces
figures).

Les variations de f/n; , ol £ est la pression pariétale, de 1'épaisseur de
déplacement Js et du paramdtre de forme #; (rapport de 1'&paisseur de déplace-
ment "incompressible” 2 1'&paisseur de quantité de mouvement "incompressible™)

en fonction de X sont représent@es sur la figure 9. La solutlon obtenue comporte
un léger décollement, d'épaisseur faible, au plus égale & 0,15 mm, sur une
distance d'environ 25 mm. Les points de décollement D et de recollement R sont
indiqués sur la figure 9. Dans l'expérience, l'exploration de la couche limite
par vélocimétrie laser a montré que celle-ci est trds proche du décollement.

Des profils de vitesse longitudinale « somt reprégsentés sur la figure 10, 3 deux
échelles différentes, et pour les abscisses indiquées sur la figure 9 : un profil
(a) 3 l'amont du choc, un profil (b) dans le choc, un profil (c) dans le dé&colle-

ment et un orofil (d) recollé. Les points de maillage sont portés sur ces profils.

Les calculs ont &té effectués sur un CYBER 170~750., et le temps de calcul pour
les 3000 itérations est d'environ trois heures. N8anmoins. ce temps ne doit &tre
pris que comme un ordre de grandeur ; il est trds supvérieur au temps de calcul
qui pourrait &tre obtenu avec une ovtimisation du code numérique. En effet, le
calcul présenté a &té mené rapidement en associant deux programmes existants,
1'un pour o , 1‘'autre pour Oy , programmes qui avaient &té r#alisés indépen~-
damment 1'un de 1'autre.

Cette &tude a été& effectuée avec le soutien financier de la Direction des Recher-
ches Etudes et Techniques, et du Service Technique des Programmes A&ronautiques.
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