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.DIFFERENTES APPROQHES DE L'ANALYSE SPECTRALE

RESUME : Depuis quelques années, plusieurs approches du
probléme de la recherche de la densité spectrale

de puissance d'une fonction aléatoire d partir d'une estima-
tion de la fonetion d'autocorrélation ont été étudides.

Nous présentons i1ci une étude comparative de ces
différentes méthodes, en mettant en évidence les principes
sur lesquels ellee reposent et les hypothéses qu'clles im-
pliquent.

Nous donnons également quelques indications sur Z'op—
timisation de la "longueur" de la fonction de corrélation
estimée et nous terminons par un exemple d'application des
différentes méthodes présentées.

ABSTRACT : DIFFERENT APPROACHES OF SPECTRAL ANALYSIS.

In the last years, several approaches of the problem
of the calculation of the spectral power density of a random
funetion from an estimate of the autocorrelation function have
been studied.

-We present in this paper a comparative study of

‘these different methods and point out the principles on which
they are based and the hypothesis implied.

" . He give also some indications on the optimization
of the "Zength” of the estimated correlation function and
finally we give an example of application of the different
methods discussed in this paper.
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1. POSITION.DU PROBLEME.

L'observation est une reallsatlon particuliére

Yd'une suite aleat01re

X(1) oo XM oo = {X()}
dont la fonction de corrélation estimée est
- Ty (k) || s N
Nous envisagerons successivement les deux questions suiQantéé':

Probléme 1

I'(kx) ;- |x| € N étant supposée connue sans erreurs, trouver

la fénction spectrale de {x} : P (A) telle que

) .'f"ﬂ'
PG = A PR pary ax ) (1)
-2 - '

_ Probléme 2

On ne dlspose que d'estimations r (k) de Fx(k) [ (k) s N]
calculees a partlr d'une suite de longueur M. Trouver le N

optlmal.

2. EXEMPLES DE PROBLEMES PRATIQUES CONDUISANT A GETTE SITUATION.

2.1 Analyse spectrale temporelle.

Fx(k)'= TX(kTE)

fonction'de corrélation échantillonnée de la fonction aléatoire

X(t).



CEPHAG

:?fA

 ';ﬂLa densité,spectrale_de puissance de la fonction

V_;aléatdire X€t) T est -

Yy (V) = TE[T, ()]

Si fYX(V) = 0 pour |v] >-7le (f.a. 3 spectre borné)
o : L 1 O
TP = Yy € )
T e X 21rTE

pour - m < A< +7

2.2 Antenne formée de multidapteurs.

Soit une antenne linéaire formée de N .capteurs omnidirec-
13 v SN. Les 'sources & 1l'infini émettent un
signal monochromatique (fréquence v ). L'amplitude du signal

tionnels S

- émis par les sources est une fonction aléatoire de 1l'angle

Q@ : F(o): _
Source |
. e g A ,
da 1'infini o o[ | ?1
‘ )

a .

Sz.

onde piane Tsn Capteursv ;

FIGURE 1

On suppose que le champ de sources est a corrélation spatiale

microscopique, soit

E[F(0) F*(0')] = H(O) §(0-0")
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H(O) : intensité dans la direction © . Alors

=
G(B) = H[%rcsin gB J AI R
am srra v1-(28)
2ma
ou = longueur d'onde
a = distance entre capteurs
g = 2a gin o_ .
- ng * ' . . o - 3
et Tr(k) = L[Si Si-k] — Si : sortie de capteur 1_
(k) = intercorrélation des signaux regus sur deux
‘capteurs ‘distants de Ka N
sont reliés par
2a .
T ;
rex) = . c(g) e**B ap e
Y2u ’ 4,
: 2a
-—X—vﬂ
Si -
Sa = %,: la relation (2) se raméne & (1)
a <'% : on se trouve dans une situation analogue au sur-
- échantillonnage. Lorsque 0 varie de =-1/2 A
+w/2, B varie-de -%?ﬂ E %?n (%? < 1). 11
.suffit, pour se ramener & (1), de prolonger
6(g) par 0 sur (-m, -2 UEr , )
: A ' ) ) . T . .W .
a > 7 lorsque a varie de ~5 @ +7 s O varie de
2a s 2a
-5gn (<=T) 3 5 (>+m)
On peut alors se ramener d (1) seulement dans le
cas o G(B) = 0 pour |B| > m , (les sources sol

confinées dans une région de l'espace).



-m/2

(1) Lorséue B varie de -n/2 & +7/2, l'antenne balaie tout
l'espace

oA
s
oy

(2)  Lorsque B - varie de =B, @ +B2 , l'antenne balate tout

l'espace

(3) Lorsque B varie de -1/2. -4

' +7/2 , l'antenne balaie une
. partie de Uespace. '

FIGURE 2

Lorsque les conditions définies ci~dessus sont

remplies, le passage de l'observation ([I'(k)] & l'inconnue

[H(8) ou G(B)] se ramdne au probléme d'analyse spectrale
défini en 1. ‘

3. RECHERCHE DE LA d.s.p. A PARTIR D'UNE SERIE LIMITEE DE
‘VALEURS EXACTES DE LA FONCTION DE CORRELATION.

:, r (k) connu sur -N <k s N

Soit : z = elk -TEAST
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Q(z) = P[-i log z] transformée en

z de {Lx(k)}

A

.AP*(k) = L Q(z) zk-? dz ' cercle unité ‘%%%?
- iv2m : ' 4
'Y
+N =K
Q(z) = 2|} 1R+ § 0 T z
YZm |-N | kxl>N
Q(z) = Qconnu(Z) + Qinc.(z)
- Q (z) est construit 3 partir des valeurs connues de [I'(k)

connu

- Q. . (z) dépend de la partie inconnue de T(k)

inc

A

%
kS

Les différentes méthodes consistent & choisir, selon

certains "critéres", une valeur pour Q (z).

inc

Q;,c(2) revient a "pmolonger" T(k) au deld

- 3.1 Transformée de FOURIER.

On choisit : Qinc (z) =0
Alors : T.(k) =Ty . |x[ <N
= 0 - |k] > N
* Probleme_important v
Prp(A) = == ] LK) etk
/2w

n'est pas 2 0 \/ A dans tous les cas.

- Fonction d'apodisation (BARTLETT ...

L.e fait de fixer

de k=N.

),.mais alors

on ne. conserve pas les valeurs connues de Ty (k)



CEPHAG . | é
. . . . *

3.2 Maximum d'entropie ou méthode autorégressive.

On impose : . SR : ‘ g

P S

1) QMB-chnu (z) = Qconnu (%)

2) "L%entropie" H du processus prolongé est maximum.

| o ~ 3.21 Remargues_sur_le calcul de _H

- . - et G G - - . . e An o S e e S e S e e am e

Considérons une suite aléatoire de longueur P + 1
{X}p = {XCO) ... 5 X(P)}

{X}p. est une variable aléatoire & P + 1 dimensionsfiAdmettons” .
‘ : B -

que , :
i ' ‘ : ' , .

ECX(i)] = 0 YV i
ELX(1) X(3)] = T.

i-3
! {X} gaussienne
.f ,L'éntropie:de .{X}P est
CH =Yg Tl = 2] Log A, Tl dgtern:
4 © 7.Log 5 L MO8 Ay II'T|| déterminant de T

rc-p ... PGP)

- ]
-

-3

(P r¢o
Ai valeurs propres de T (2 0).
Pour passér au cas P infini, on'définit‘la "densité d'en-
tropie". A '
CH - Hp,
P~ P+l

et la "densité d'entropie" d'une suite » en faisant tendre
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P vers 1'infini | o

" H = lim H,
) P+coP
p

Log X.

L lee

H = 1lim
P+ P + 1 '

Un théoréme de SZEGO nous indique que :

P
) Log A +T
1im i — ~ -
Cpe P a

‘Log[P(A)] dA

er—x

d'ol l'entropie de la suite {X} 3

H "dJ Logl P(X)1dA

-

e e i mm o et - - g —— - > oy - T M D s W = e S T T M S S WS G o A G G mm = G G e S S A - .

La "validité" de ce critére s'appuie sur le fait
que le prolongement de la fonction de corrélation ainsi obtenu
correspond au processus "le plus désordonné possible" compatible

avec les données et l'on a appris en thermodynamique que les

systémes tendent naturellement vers cet état de désordre maximum.

On peut aussi, plus simplement, considérer la minimi-
sation de H comme une contrainte raisonnable (parmi d'autres)
imposée & la partie inconnue de la fonction de corrélation.
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P ¢ 99

T St and Avemnne o SRR Se -

7

---------------------------------------------- g
+1 :
H=| Log Pon(A) dr = L |LoglQ .(z)1 42
ME i ME z
-7 o - ’
on veut maximiser H avec la condition
QME connu(Z) = Qconnu(Z)
QME(Z) = QMﬁ conﬁu(Z) * Z qkZk
| x[>N
.on imposé donc ‘ ‘ : ;i
2H _ - .
gk © o kb
'Soit K " La transformée en z de
Q Z(zS %fis 0 ~Ixl>N ‘1 | L
ME . ~—~——, est de degré "N,
QME(Z)
o | .
+N
) . : 1 n o e 2
soit : ° = )} q' z qui, combiné avec
S Gl C oy Ton o
Q (z) = Qcoﬁnu(Z)

ME connu

fixe QME(Z). -

3.24 Liaison avec le filtrage - Détermination_de PME(A).

~ Soit Gy le filtre linéaire A.R. prédisant X4
avec une erreur quadratique moyenne minimum lorsque Xgs X—l’ “es

Xle+i'.f sont connus et soit FN‘ le fllﬁre ,J—GN

RIS GyL{X}]; = X; = Xy A
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q..

N
. . N ca g : .
Soit : ¥N(z) = % BNz (BO = 1) 1'inversei de  Ia-transformée en z
. ) Q
de la réponse-impulsionnelle du filtre FN' (r.i. de FNul ) .
ST e ~ s
1/
P
1 N+1
8 31 - 0
N est donnée par T. B =
By 0
rqo) Ir'(-N)
ol S N . .
T'(N) rco)
_ : S
‘et Py,, est llerreur quadratique moyenne de prédiction. %g
H ’ !'*?-I'
2/
P .
QME(Z) ) N+i* 1 * ' .
| /2w FN(Z) Fy (E#) ' %

" Ces résultats nous donnent

- une méthode de calcul de <QMB(Z) ou ’PME(X) (algorithme
de YULE-WALKER) ;

- une interprétation "physique" de RME(X) :"la d.s.p. du
maximum d'entropie est la d.s.p. de la séquence aléatoire

engendrée par le filtre F, excité par un bruit blanc de

N
pulssance ,PN+1/’§F

* Cette tdentité résuk;eldulfait que 14QME{z{ et .
- 1,1""]:'? syEyig s ‘
16 (z) = M2r N2 N(z*) sont de degré N et que.
' AR oo "RN 4 1* ’ :

(z) jusqy*d L'ordre W .

QAﬁtz) -fQMEtZ)'?‘Qconnu
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On peut ramener un probléme d'analyse spectrale 3 un probléme

d'identifipation d'un filtre. linéaire.

3.3 Méthode de PISARENKO.

On a vu que :

+N ‘
1 = ¥ q n . v - gt ?*
- = q 2z > q =qQ'_
Q(z) -N T n n
ME -
Soit
‘ N
1 - 1 _ =
EEETET =qy L (zmz )2 - z)) .
n=1 : K
avec lznl <1 \f n l

Avec cette écriture il vient pour

: ‘ 1 dz _k
T,o(k) = Quu(z) == z

ME l/_Q‘TT . ME Z

N K
PME(k),é § qule cos[k¢n1
en posant
. 1.i¢n TR
z_ = lznle avec Ile <1

\

r

Tygk) est donc la somme de N cosinusoides amorties

PISARENKO a montré que l'on peut écrire :

o N/2 |
FP(K) = uod(k)‘+ | gai cos-k¢i  .N- pair
C(N=1)/2
c#* ] a5 cos k¢, N impair

1
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"La puissance en sortie est
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avec la condition

| rp(k).': Fx(k) : IKI < N l. ‘ -‘?:

Interprétation : PISARENKO interprete Px(k)« comme formé par

= un bruit blanc Euoﬁ(k)]
- N "raies pures" de "fréquence" LN

En termes d'antenne : un bruit blanc omnidirectionnel et N

sources ponctuelles.

-

« Détermination de Mg (puissance du bruit blanc) et des, ¢, -

Prenons le cas d'une antenne et réalisons la "formation de voies"

décrite ci-dessous

SO
| . 5, »
FIGURE 3

S

- n

r(0) - r¢-N)

"~ E |s|* =g.T.g T _

T(N) - T€0)

-'Chefchoﬁs le g qui M"élimine les N sources ponctuelles".

Pour g = g CEC[S|%Imin = wg .

g, est le vecteur propre associé & la valeur propre minimum
v ] =< SRR

de I . (supposée 2 0).
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* My = valeur propre minimale de T . ‘ <

o ,?
Enfin : g, e
o Wk

{

ikAj . ' P St
J =g pulsque les sources sont éliminées. "

s Les z. = e sont'donc les N racines de :

3.4 Méthodes hybdrides (M.E. - PIS)

 PISARENKO donne le résultat suivant : .

« Soit [ associée a la séquence {X(n)} . Soit u tei-
=T - ul

que 0 < u < g (v.p. min. de [ ). Soit : Eu I
( gu correspond @ une séquence dont on a retiré une partie

du bruit blanc).

. lim PuME(A) = P (A)

. PTS
g Hp

Revenant 3 notre interprétation de 3.3, on a le comportement
suivant : aux N cosinusoides amorties de PME(X) correspondent
racines de module < 1 . Lorsque g TP les N racines

tendent vers. N. points de cercle unité (ZPIS)'

' ' ) .z complexe
FIGURE 4 o 2\ -~
== » %p1g .
. 1 . '
« D'ou les méthodes "hybridés" : on remplace . [ par T (u<uy)

A . U
[] LI -~ - .
et 1 on calqule PMEU(A) assoc1ee a: I‘u .

N
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! \ PISARENKO
Comportement d'une raie : ; 1

Le fait de retirer une partie du
bruit blanc" entraine une "ampli- |
fication" de plus en plus poussée’

des raies spectrales

(On tend vers des impulsions de
DIRAC lorsque U =+ u,).

1
i
i
|
i

FIGURE 5
4. QUELQUES INDICATIONS SUR LES ERREURS D'ESTIMATION ET LA

RECHERCHE D'UNE "LONGUEUR" N OPTIMALE.

Cpey e
SRS TR
e

On dispose de
{xn) 0 <n ;~M}
et on estime la fonction de corrélation par
-{I:X.(k) : 0 < k £ N}
aané les aifférentes situations décrites ci-dessus, nous

allons chercher 3 définir et & calculer une valeur optimale
pour N , longueur de la fonction de corrélation estimée.

4.1 Transformée de FOURIER.

' Avec 1'hypothdse que le support de la fonction de cor-
rélation est de l'ordre de N [IFX(k)|<<Px(O) si |k| > NI
et en appelant PV(A) la vraie valeur de la d.s.p., la
variance de l'estimée P, (A) de la d.s.p. est

2N

YaPEPTP(A)]," '8 PV(A)

l'erreur quadratique totale est
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"B QT(X)

(Biais)? + Variance
Soit -

E QT(\)

[PDFT(A) PV(A)J. + Var PDFT(A)

Prenons comme mesure de l'erreur totale :

+T
. 1 '
Ep(NY = o EQT(A) dA
- .
+T
P+ : .
E, (N) = == [ [Po(A) = Po(A)I2 dd + 2L P.2(A) d\
T .27 DFT N 2mM \ »
- ) -

qui s'écrit, en utilisant la relation de PARSEVAL :

' IN o
Ep(N) = ] [Ty (|2 + 3¢ glrx(k)lz
| k| >N

1 décroit lorsque N croit (fig 6)
2 croit lorsque N croit (fig 6)

d'ol l'apparition d'un N optihal.

Epavg

= N

|

!

I .

N optimal

bnls aldds )N al

. e
L5
SRS -
e
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Exemple :
Soit rek) = gl Xl
Ir(k)lz - 1-2 _q2N+2
| k[>N | q
+o0
) 2
Y Irk)]? = 1{%,
- 00
Soit A
4 N (14q7)+2q2N*?
ET(N) = ,
_ 1-q°
'Nopt est obtenu pour
dE(N)
= =0 soit
N 10g k -1
opt 2 log q
1+q?
K = ZM(- Log &)
q :‘ 0,8 - - M = 100 | NOp't = 7,4
M = 200 N . =8,96: 9
opt :
M= 50 N = 6
: opt
q = 0,707 = %? M= 100 : N0pt = 5,53: 6
- ‘M = 50 _ Nopt = 4,?3:-5
4.2 MEM

+ AKAIKE a introduit

Soit un filtre A.R. d'ordre N

le F.P.E. (fihal prediction error).

estimant Yk

3 partir d'une
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estimation du filire prédicteur issue de FN

. _ '- .~ 2 . ) . P . .
FPEv- E[(Yk Yk) ] BM,mA fllt?e de prédiction

YN =

T

BM,m Yk-m ' ABM qa - erreur d'estimation du
? filtre de prédiction.

Bv,m = BM,m * ®BM,m

En supposaht BBy . et Yy . indépendants il vient :
, o

N | N
- - 2 2
FPE = E[ (Y, § Yieem By,m’ 3 + BLC § 8By m Y, %] }
R —— I -
1 2 -

1 erreur de prédiction

2- erreur d'estimation du filtre A.R.

ET(N) A .
AKAIKE propose

_ M+ (N+1) 2 2
(EPE)y 2 D) S

SM2 : estimation devl'erreur de
. prédiction. '
t —= N -
l
N optimal
Figure 7 o

5. CONCLUSION.

Dans cet exposé nous avons décrit,en essayant de
montrer les liens qui les unissent, un certain nombre de

méthodes d'analyse spectrale. Dans ce sujet, trés vaste,
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nous nous sommes limités aux méthodes basées sur le théoréme
de WIENER-KINTCHINE pour lesquelles la‘densité spectrale de T

puissance est obtenue & partir d'une estimation de la fonection

de corrélation.

Nous pensons avoir mis en évidence l'aspect relatif
des "qualités" des différentes méthodes et, en particulier,
nous espérons avoir contribué 3 démystifier la "vertu supréme"
consistant 3 faire "sortir des raies pures". Il est clair,
en effet, que ce simple critdre Ne peut Sepvir de jugement
objectif lorsque l'on sait que la méthode de PISARENKO conduit

toujours & des. raies pures.

Quant 3 la question de savoir quelle est la meilleure

. '?1

méthode, notre réponse sera que cela dépend des connaissances autre:
oy

que celles issues de l'estimation de la fonction de corﬁélation

dont dispose l'expérimentateur. Si le signal étudié est
effectivement issu du filtrage d'un bruit blanc, la méthode

du maximum d'entropie est la mieux adaptée; si le signal

- est formé de raies pures, la méthode de PISARENKO s'impose.

Ceci nous conduit, en terminant, & insister sur 1l'importance

de la connaissance d'un modéle du systéme physique étudié.
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~  APPENDICE : EXEMPLE D'APPLICATION
H . a . .
a | T
g ' s
j, A.1 _ .
' _ I'(k) connu sur =3, +3 et formé d'un cosinus

amorti '
r@ =1 =g r@=0 r,=-224

© T = qF cosl(I]

Calculons les différentes dsp définies ci-~dessus.

A.11" Transformée de FOURIER (TF). » _ ' G
>1 ' - Ppp(d) = 101+ q/7 cos A - q3/§ cos 3] :
1 ) A _ ' V2w, _ . ~
i

On constate (fig. 8) que cette dsp n'est pas 2z 0

: Calculons la dsp obtenue avec une fonction de pondération de
- - BARTLETT : 3

L1x]

-FB(k) = (1 - m

| 3
x vy . 1 372 Q2
PparrLerr M) * =L+ T g cos A 822 cos 313

A,12 Maximum d'entropie :

. V2 - V2 3
17 O
ot 2 2 - _
0 95 e g
‘.-izzqs 0 'q"'/zz 1
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PH 1
r.§.= 0 @_= 81
= 0 62
. 0 B3
B, = + 72 (1+93)
1 T v g At
2
N
B2_ 2
. _ .3 Y 2
By = -9 7
2 6
= -9 .9 .4
T
Posant :  F(z) : 1 - B,z - B 22 - B 23 ' -
T S ’ 1 2 3 ’ : s
' i T : EL
il vient {
2 4 6
: 1 -9 -9 -4
< S
MBM(A) ----- T -3
J?F[1#1-+J1—#9— /"q<1+q )cos A+(q2.‘%r %r)cos 22+ 9§ZZ cos 3X]

A.13 Méthode de PISARENKO.

Ty )

On reprend I défini en 3.52

’ /
V2 Y2 3
7 0 !
1-u | %? q 0
q/2 1-y 972
Z il )

D'od on déduit .les mineurs de la premiére ligne :
. remidre ligne
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3 2
Ayq ¢ (1-ul]” = q"(1-ul
2 Ly
_ Y2 2 _q° _a
A 7 7 Al - 5 - 5
24
A13 = (1-p) [3—79—]
A= -2 Praan? - Lo 9
14 7 4 H 7~ 2
et l'équation caractéristique
3 3g° + g° H 2.2
x° - —9——7—3— x + %T (1 +g°)° =0
x:(:l—u)2 v

Soit

2 .
_%—[3+qq+ v B]

x
n

B=5 - 8q2 + 29 + q
et les U4 valeurs propres.
Nous avons mené le calcul jusqu'au bout dans un cas

particulier (cf A2).

A.3¥ Méthodes Hybrides.

1 < <’ .
Soit 0 < U umln

T =T - uI

¢



CEPHAG = — Xl-

MEM
_ /2 /7 3
1-u 5 9 0 - 4
/7 vz
- Q5 1-u -4 0
u- . . . .
Y, = =By g'__ﬂlE;T Z£}4u>22- q2§1+q2{}
20w ora-m? - g4
- g?c1-¢% »
Y2 2 2 '1‘.:;5
2[(1-w)° - q°1] i
&
, L
y. = *v2 A2(1-u)2 - (1+q%) ot
Posant E
X ='(1—U)2
o o 4x’-(6q? + 2¢%)x + q*(14g%?
g W/RIx - 23
Enfin
Py men =
e : V2m[A + B cos A + C cos 2X.-+ D cos 3X]
o 2 2. .2
A;f 1 # Yoot Yz. t Y,
B =;2[Y1’+ Y4 szf Yy Yg)

Q
"

jszz .Y, Y3]:‘

D= 2 Y3
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A.2 Exemples numériques

. . e
Dans le cas décrit-en Al nous avons f ait

q = i
Y72
Soit
rceoy = 1
r¢i) = 0,5
r¢e2) = 0o~
r(3) =-0,25
alors '}
Prpp(\) = 7%:[1 + cos A- 0,5 cos 3]
o /27
PTFB(A) = —1—[1 + 0,75 cos A = 0,125 cos 311
2n
1 o 0,65625
PMEM(A)

: /7= 1,46875 = 1,5 cos A - 0,38375 cos 2 X + 0,25 cos X

Pprs() = 0,25 + 0,25 §©) + 0,5 §(A-0,33)

Py

A + B cos A + C cos 2X + D cos 3%
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. CEPHAG
Mo = 0,25
‘ p o= 0,225 p = 0,2375 p o= 0,275
90 % de g 95 % de g 99 % de
P, 0,171 141 0,100 94 0,2475
A 4,8651 6,58320 9,08697
B - 7,677 - 10,51651 - 14,54957
C 3,8699 5,32894 7,30752 .y
+
o D - 0,9577 - 1,35804 - 1,84268

“suivantes.

Les d.s.p. obtenues sont présentées sur les figures

+
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