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“a2 - Uae nouvelle: methode{de caleul de 1 interaction onde de

.bhoc;dbuche limite- est'préséntée?'Lé Concept de couche limite est uti-

lisé pour ‘décrire l'écoulemeut d la parox, l'écoulement externe est
approx1me par une relatxon pre881on-dev1at10n (diedre tangent en super-

»

sonlque 11near18é) 'w"“.;' P ,

(w1 Les &quations -de «couche limite sont résolues en différences
finies et la question’'de l'existence et:de.l'unicité de la solution est
envisagée pour le probléme direct (pression imposée) ou'inverse (&pais-
seur de déplacement, coefficient de frottement imposés). De cette ana-
lyse ainsi que des éonéidératidns relatives au couplage visqueux-non

v13queux, ‘la quantlté peu 6* est choisie comme variable de raccordement.

L' algorlthme de couplage présenté@ traite implicitement la
condition limite aval necessalre pour fermer correctement le probléme
de la couche limite en pnte:actlon. L'algorithme utilise une technique
de linAarisation de Newton qui perumet une convergence rapide. Un exemple

d'application est donné.’
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NOTATIONS
T

Cf = T——ETE cocfficient de frottement

3 Pulen
D fonction d'amortissement
F fonction de mélange amont/aval
K coefficient d'expansion du maillage
P pression externe
Py nombre de Prandtl = uCp/l
Pyp nombre de Prandtl turbulent
R densité externe '
Re nombre de Reynolds = meéOXC/peo
S fonction de sensibilité (couplage)
u vitesse longitudinale externe ou discrétisée
\ vitesse verticale externe ou discrétisée
X coordonnée discrétisée
Y coordonnée transformée y/e€ ou discrétisée

enthalpie statique
longueur de mélange
ression interne
vitesse longitudinale interne

vitesse verticale interne

coordonnées

<X <€ £ T »=» =

= Cp/Cv fonction d'intermittence
épaisseur de couche limite

épaisseur de déplacement
. g-1/2

o ou viscosité turbulente

MO o0 O =
5%

(1 + E’-)
1+ &
P )
U rT

coefficient de frottement y %%

()

D =~

angle des lignes de courant

=

viscosité dynamique

w . coefficient de relaxation

ABCDE

oefficic . .
ay e coefficients matriciels
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Indices

0 H oo

g 0O = pH-®

8

numérotation verticale du maillage
numérotation longitudinale du maillage
totale

charniére

variable externe

variable interne ou -incompressible
indice d'itération

valeur externe

valeur 3@ la paroi

valeur 3 1'infini



I.

INTRODUCTION

Diverses méthodes ont &té proposées pour le calcul de 1'inte-
raction onde de choc/couche limite. Les plus anciennes basées sur la ré-
solution des équations intégralcs de couche limite sont encore couramment
utilisées, malgré leur caractére approximatif, du fait de leur rapidité
{1, 2, 3}. Plus récemment sont apparues des méthodes toujours basées sur
la notion de couche limite mais résolues cette fois en différences finies
{4, 5}, puis une soiution des équations de Navier Stokes compléte est.
devenue possible grace a 1'utilisation de moyens de calculs puissants et

d'algorithmes efficaces {6, 7}.

La méthode de calcul présentée dans cet article a pour objec-
tif principal d'étudier 1'influence des modéles de turbulence sur la qua-
1lité des prévisions. Son application & des écoulements tridimensionnels
est aussi envisagée. Ces deux objectifs paraissent pour l'instant diffi-
cilement compatibles avec une résolution directe des équations de Navier-
Stokes qui semble 3 la limite des moyens actuels de calcul, au moins pour
des maillages assez serrés. D'autre part, lesméthodes intégrales, dont
l'efficacité est bien démontrée, nécessitent ur apport semi-empirique en
plus de la modélisation de la turbulence et par .conséquent il est diffi-
cile de tirer des conclusions sur la modélisation de la turbulence elle-
méme. La méthode choisie est de type couche limite mais résolue par dif-
férences finies, le caractére approché résidant alors seulement dans

1'approximation de couche limite elle-méme.

L'étude‘de la modélisation de la turbulence dans 1'interac-
tion onde de choc/couche limite a fait 1'objet d'un travail expérimental
{8} mais le calcul présenté& est pour 1'instant limité 3 un modéle.de
turbulence algébrique classique, un effort important ayaﬁt été accordé a

1'optimisation du calcul de couche limite et de 1'algorithme de couplage.

Dans le premier paragraphe on rappelle bri&vement le principe

de )'approche couche limite qui découle du comportement des équations de

‘Navier Stokes aux grands nombres de Reynolds. Les divers modes de raccor-

dement entre la couche limite et 1'écoulement externe sont envisagés (3

la paroi, en 6*, en §).



II.

. Le second paragraphe est consacré au calcul de la couche
limite et en premier lieu au choix du mode de calcul, "direct" ou "inverse",
et donc de la condition limite impos@e a la couche limite. Cette &tude,
purement numérique, montre 1l'importance du choix de cette condition sur
l'existence et l'unicité de la solution locale des équations de couche

limite, en particulier au décollement.

L'analyse numérique du programme de calcul de couche limite
est présentée dans le paragraphe suivant. La méthode d'intégration de ia
région décollée est également décrite ainsi que le modéle de turbulence

algébrique utilisé.

Le quatriéme paragraphe est entiérement consacré & 1'algori-
thme de couvplage entre la couche limite et 1'écoulement extédrieur. Une
méthode originale a été développée. Il a &té démontré {9} que pour &tre
"bien posé&" le probléme de couche limite en intéraction forte nécessite
une conaition limite aval. L'algorithme développé traite implicitement
cette condition aval et optimise en méme temps le processus itératif

de couplage.

L'application de la méthode décrite i un cas d'intaraction
onde de choc/couche limite en &coulement supersonique est présentée en
comparaison avec les résultats expérimentaux de LAW {10}.et de divers
calculs publiés & ce jour {5, 6, 7}. La prévision des distributions de
pression pariétale et de Cf présente des divergences sensibles avec des
résultats obtenus par méthode de Navier Stokes, en particulier au niveau
de la pression '"'plateau". Il ne semble pas encore possible d'attribuer
ces divergences au modéle de turbulence utilisé, & l'amélioration du
maillage par rapport aux méthodes de Navier-Stokes, ou & 1l'approximation

de couche limite.

CONDITIONS DE RACCORDEMENT ENTRE LA COUCHE LIMITE ET L'ECOULEMENT EXTERNE
II.1. Généralités

La méthode de calcul présentée dans cet article est de type

couche limite, c'est-d-dire que l'on admet implicitement que les effets

visqueux contenus dans les équations de Navier—Stokes sont confinés dans



une petite région proche de la paroi & 1l'extérieur de laqueclle le fluide
peut &tre correctement décrit par les équations d'Euler. Cette structure
des couches visqueuses d des nombres ae Reynolds élevés ecst observée expé-~
rimentalement depuis trés longtemps mais une formulation mathématique
rationnelle du comportement des équations de Navier-Stokes lcrsque

Re + © n'a été publide que beaucoup plus tardivement {11, 12}.

L.a méthode des développements asymptotiques raccordés consiste
a chercher une solution réguliére au voisinage de € = 0, € = R;l/2 carac~
térisant les effets visqueux. On recherche donc une solution interne
valide au voisinage de la paroi et une snlution externe valide partout
ailleurs. Les dévelcppements asymptotiques externes

U(x,y,€e) = Up(x,y) + eUx(x,y) + 0(e?)

V(x,y,e) = Vi(x,y) + eVa(x,y) + 0(e?) . (1
/

R(x,y,€) = Rj(x,y) + eRp(x,y) + 0(e?) ‘

P(x,y,c) = Py (x,y) + €P2(X:Y) + 0(52)

sont introduits dans les €quations de Navier-Stokes et fournissent au
premier ordre les &quations d'Fuler, et au deuxiéme ordre une forme de
petites perturbations des équations d'Euler.

’

Les développements limités valides au voisinége dey =0

sont introduits de la méme mani&re apr@s une transformation de la variable
normale & la paroi définie par :

Y = y/e ' (2)

u(x,y,e) = n1(x,Y) + eup(x,Y) + 0(e?)
v(x,y,€) evy (x,Y) + ezvz(x,Y) + 0(e3)
P(x,¥y,€) = p1(x,Y) + ep2(x,Y) + 0(e?)

P(x,ye) = p1(x,Y) + epy(x,Y) + 0(e?)

1

(3)

i

(1a forme particuliére du développement de v est imposée par 1'équation

de continuitéd).

L'injection de ces développements dans les &quations de Navier-
Stokes fait apparaitre au premier ordre les &quations de couche limite de
Prandtl qui apparaissent donc comme une approximation 3 l'ordre 1 des
équations de Navier-Stokes et au deuxidme ordre une forme de petite per-—

turbation des &quaticns de Prandtl (en 1'absence de courbure).



"1I.2. Relations de couplage

Les conditions de raccordement entre la solution interne et
la solution externe fournissent les relationc de ccuplage aux divers ordres
d'approximation {1Z, 13}. Lorsqu'il s'agit d'ume interaction "faible"
la solution externe d'ordre 1 peut 8tre calculée en utilisant la condition

de glissement a la paroi (V(x,0) = 0). La sclution interne est ensuite

calculée puis la solution externe d'ordre 2 et ainsi de suite suivant le

principe de la hiérarchie -de la solution externe (fig. 1).

‘Ce processus tombe en défaut lorsque des chocs apparaissent
dans la solution externe d'ordre 1 (dP/dx -+ =) ou un décollement dans 1la
couche limite d'ordre 1 \d26 /dx2 »> ). Ce type de singularité peut 8tre
évité en considérant simultanément les etffets d'ordre 1 et 2 & l'extérieur
avec la couche limite d'ordre 1 (fig. 2). Cette méthode de couplage rela- -
tive aux interactions "fortes" fournit la relation de raccordement sur V :

oo o av?
Vi(x,0) = lim e(vi(x,Y) = ¥ 57 (x,0)) + 0(e?) (4)

Y-
ou v¥ désigne la soiution externe d'ordre 1 et 2 définie par :

V* = V1+€V2

En utilisant 1'@quation de continuité la relation {3) peut &tre

écrite sous la forme bien connue :

RV(x,0) = d4_ RU(x,0) * 6* R = densité dans 1l'écoulement (5)
b 8 dx ?
externe

-~

Si 1'on cherche & écrire cette relation a3 y = 6* par un développement
limite au voisinage de y =0 :

* BRV

RV(x,8 ) = RV(x,0) + § (x,0) + ...

et en appliquant 1'é@quation de continuité la relation de couplage s'écrit :
ast

RV(x,é*) = RU(x,0) %

soit en approximant RU(x 6*) par RU(x,0)

RV(xG)-RU(xd)*dG
ou
%
v _ast : :
SRS (6)

On peut de la méme manidre obtenir une relation de couplage enm y = 6

{14}.



III.

L'avantage évident du couplage en 5* est que la surface de
déplacement apparait comme une ligne de courant pour 1l'@coulement exté-
rieur. Par contre daus le couplage en paroi, la couche limite joue le -
rdle d'une distribution de sources placées a la surface {12} et il y a
par conséquent échénge'de fluide entre la couche limite et 1'é&coulement
extérieur (fig. 3). Cette perméabilité de la couche limite pose un
probléme de raccordement lorsque le fluide externe ne vérifie pas la
condition isentropique valable & l'extérieur de la couche limite. Cette
incohérence ne semble pas cependant remettre en cause la procédure puiﬁ—
que des conditions de raccordement supplémentaires peuvent €tre fournies

par 1'étude du raccordement de la couche limite du second ordre {26}.

Une difficulté associée & la notion de surface de déplacement
et donc au couplage en 6* est le cbmportement supersonrique de la couche
limite au deld d'un nombre de Mach de 1l'oxdre de 1.4 pour une couche
limite turbulente {15}. La couche limite raccordée a 1'écoulement externe
en 6* ne permet pas alors la naissance du phénoméne d'auto-inductiun et
les solutions de branchement correspondant & l'interaction forte n'appa-
raissent pas. La technique couramment utilisée consiste @ appliquer & la
couche limite une discontinuité (jump supercritique-subcritique) pour déve-
lopper des solutions d'interactioun forte. Le caractére empirique de cette
méthode peut €tre évité en prolongeant 1l'écoulement externe d& la paroi.

LE BALLEUR {16} a montré que le couplage en paroi, qui découle directement
de la méthode des développements asymptotiques raccordés, garantit, au
moins dans une plage étendue de nombres de Mach, le comportement subcri-
tique de la couche limite en interaction. Malgré les difficultés liées

d la perméabilité de la couche limite, ce type de éouplage a été préfére

pour éviter le recours a4 la technique du "jump".

CALCUL. DE LA COUCHE LIMITE

ITI.1. Introduction

Parmi les problémes 1iés au calcul de la couche limite soumise
d de forts gradients, on peut citer celui de la modélisation de la turbu-

lence d'une part et d'autre part le calcul du décollement qui implique



une modification du mode d'intégration, la couche limite r'ayant plus

dans ce cas le caractére purement parabolique d'une couche limite attachée.

Par opposition aux méthodes de calcul dites "directes" dans
lesquelles le gradient de pression est imposé d la couche limite {17} sont
apparues des méthcles "inverses" {18, 19} le gradient de pression &tant
alors le résultat de l'intégration des équationsAavec une condition limite
externe telle que 1l'é@paisseur de déplacement 6* ou le coefficient de frot--
tement pariétal Cf. Le choix de la condition externe 3 prescrire est
important et la question de 1l'existence et de l'unicité de la solution

du probléme de couche limite doit &tre envisagée pour les différents

modes d'intégration.

I11.2. Choix de la condition limite

Lors des itérations de couplage entre la couche limite, on
est amené 3 imposer des conditions '"non physiques" & la couche limite et

le probléme se pose de savoir si d une abscisse donnée X le probléme

J+1
de la couche limite a une et une seule solution pour toute valeur de la
condition imposée. Afin de répondre & cette question la procédure sui-
vante a été mise en oeuvre : la couche limite est calculée jusqu'd 1'ab-

scisse Xj et au point X on fait varier la condition imposée {10}.

J+
L'état de la couche 1imitl au point J conditionne en partie le résultat
et le calcul a été reproduit pour différentec situations (couche limite
accélérée, ralentie ou 3 gradient de pression nul jusqu'a Xj). Pour
connaitre le comportement de la solution,décollement inclus, le calcul
est effectué soit en méthode inverse,(é* prescrit) lorsque 1'écoulement
est décollé@ soit en méthode directe lorsque 1'@coulement est attaché.
Les termes de convectifs (pu %§
que la couche limite est décollée afin de préserver la stcbilité du calcul.

et pu %E) sont négligés lors-

(Approximation suggérée par Flugge Lotz et Reyhner {21}). Le résultat
présenté fig. 4 est relatif i une couche limite turbulente "supercritique"
(M = 2.96). La procédure de calcul est la m@me que celle décrite au para-

graphe III.3.

En abscisse est porté le rapport p(XJ+1)/p(XJ) et en fonc-

o L. *
tion de cette variable est représentée la variation du Cy , de § et



peue*é*, et de PV c'est a dire le flux de masse qui entre ou sort de

la couche limite.

La premi&re constatation est l'existence d'un rapport de
pression maximal entre les points J et J+1, le maximum correspondant
grossidrement au décollement de la couche limite. Une fois le décolle-
ment naissant dépassé, la pression diminue légérement lorsque la couche
limite est plus décollée. Ce résultat est observé quel que soit 1'&tat

initial de la couche limite, qualitativement du moins, et montre que :

1°/ le probléme direct (grad p imposé) n'a pas toujours de solution

2°/ au voisinage du décollement il existe une solution double

Ainsi le probléme de la singularité au décollement peut &tre
facilement relié & un probléme d'existence et d'unicité de la solution
et l'utilisation de méthodes directes pour calculer des couches limites

décollées parait assez dangerecuse,

Si 1'on considére meintenant le Cg comme variable imposée
3 la couche limite on observe que le Cf décroit de maniére monotone jus—
qu'au décollement et qu'en ce point la dérivée dCf(J+1)/dp(J+1l) est infi-
nie. Dans le domaine d&collé le Cf présente une décroissance monotone
jusqu'a une valeur limite infériecure et ensuite augmente lég@rement.
Notons que rechercher une solution par méthode inverse consiste 3 recher-
cher 1'intersection de la courbe avec une droite horizontale. On peut en
conclure que le décollement est facilement franchissable & Cf prescrit
mais que 1& encore un probléme d'existence et d'unicité se pose pour de

forts décollements.

La variable PV, est indiquée mais v@ 1'allure de la courbe
peve(J+l) = f(p(J+1)) qui présente presque un point de rebroussement,

1'emploi de PV, comme variable est & proscrire absolument.

Restent les deux variables basées sur 1l'épaisseur de déplace-
* . . .
ment § et le produit peue*é*. (Fig.4). La pente négative de la courbe

¥ . . ..
6§ (J+1) = £(p(J+1)) est symptomatique d'un &€coulement supercritique.

-En effet, une couche limite supercritique est caractérisée

par son inaptitude i générer son propre gradient dc pression {22}. Si



une perturbation externe entrafne une augmentation de 1'épaisseur de
déplacement soit dé*/dx > 0, le gradient de pression correspondant est
négatif (grad p<0). Ceci conduit i un'amortissement de la pression ini-
tiale et la solLtlon couplée ne se branche pas sur des solutions de forte

interaction {27}

Noions néarmoins qu'au deld d'une certajine.compression la
. e % . - . .
dérivée d§ (J+1)/dp(J+1l) redevient pcsitive et les techniques de "jump"
consistent 3 passer artificiellement de la branclie supercritique 3 la

branche subcritique (II.2).

En ce qui concerne le calcul de couche limite proprement dit
il n'a pas 83L& possible de calculer la couche limite i 6* prescrit dans
la branche subcritique et de plus un tel calcul serait sujet d caution
étant donné l'existence d'une solution double. Par contre dans la branche
plus verticale (décollement naissant et décollement franc) le calcul i
6* prescrit ne pose pas de probléme, la solution existe et est unicue

méme pour de trdés forts décollements.

L'utilisation de Pele *6* comme variable est plus avantageuse
car la branche supercritique n ex15Le pas dp u, 6 (J+1) / dp(J+1) est
toujours positif et dans le décollement la solutlon est bien définie,

#
comme pour § .

: . . . . % %

Le couplage en paroi faisant intervenir (peueﬁ ) et non &
seul ainsi que 1'absence de branche supercritique dans la solution locale
du probléme de couche limite, conduisent donc naturellement & utiliser

% A - . .
peued comme quantité d imposer 3 la couche limite.

II1.3. Intégration numérique des équations de couche limite

Le systéme d'équations & résoudre est le suivant :

dpu apt v o'v' )
a/ 28, 2v._, v =y s BV
X By -
p
du .
du v Ju e 2 - Ju
— — = — e — —_—
b/ pu % Toev ey peue 9x 3y (Re ¢ Y
Ju
oh v b e 0 U~ dh duy?
¢/ pu 3 ey 3y~ Wele TIx + 5y (RePr € By) ( )




13.

op _
d/ 3y 0]
% -
e/ (p u —pu)dy = p u § = £(x) donné
ee ee
N
o .
Y, p_._h_
ki p Y-l
avec les conditions aux limites suivantes
u(x,0) = v(x,0) = 0 adhérence
oh . . .
g/ 3y (x, 0) =0 paroi adiabatique
u2
he + —%-= hT enthalpie totale constante i 1'extérieur
/

~

Le modéle de turbulence ¢,€ est de type algébrique et sera

discuté ultérieurement (III.S5).

Les équations sont écrites sous ferme adimensionnelle mais en
variables non transformées afin de se préter facilement a 1'emploi de
modéles de tnrbulence plus complexes que les modéles a}gébriques. Les
variables principales choisies sont u et h et les termes contenant soit p
goit p sont exprimés en fonction de h et he (enthalpie a l'extérieur de
la couche limite). Les équations sont ensuite complétement linZarisées
et écrites.sous forme de différences finies du second ordre en x et y.

Une formulation implicite est évidemment adoptée pour sa stabilité.

La condition intégrale f(peue¥pu)dy = f(x) est traitée
simultanément avec les &quations de quantité de mouvement selon x et
d'énergie. Contrairement aux méthodes directes la pression et par consé-
quent u_ sont traitées comme des inconnues. L'intégration simultanéc des
équations de quantité de mouvement et d'énergie est imposée par la pré-

sence ' de p et u dans l'expression de peueG*.

Une intégration successive de 1‘'équation de quantité de mou-

vement et d'énergie imposerait une solution itérative de 1'équation

al  [logu,pw)dy = £G)  du type
(8)

k-1 k k-1 X o o . .
b/ f(pe ui—p 1uk)dy~= f(x) ot k désigne 1'indice d'itération
sur les termec non linéaires



. est-mise sous la forme présentée fig.6, ol (1] est la matrice unité

-~

Cette procédure qui consiste & intégrer 1'équation de quantité

- de mouvement avec la relation intégrale 8b/ ne permet pas le calcul de

rézgions décollées 3 des nombres de Mach élevés car le signe de ES%EE%T
dépend du nombre de Mach local M(x,y) alors que 5%%%5%7 est toujours
L

négatif.

La relation (8.a) est donc résolue avec les termes faisant
intervenir u et p (donc h et he) sous forme explicite et linéarisée

complétgment suivant le principe ((AB)+ = AB+(A+—A)B+A(B+—B))

La structure générale de la matrice pour un profil donné est
représentée fig. 5. Chaque terme représente une matrice 2%2. Le vecteur

représentant la solution est écrit sous la forme

( u(1) A
H(1)
u(2)
-+ H(2)
X = . (9)

U(NDIM)
{ H(NDIM) |

La matrice est de type tridiagonale avec en plus une ligne et

" une colonne. La derniére ligne est utilisée pour écrire la relation inté-

grale 7e/ alors que la colonne représente 1'inconnue u(NDIM) = ue et

H(NDIM) = hg.

Chaque ligne est donc de la forme :

fua-n (1) vra [UCTHD) A U(NDIM)) -
lA(L)h{H(I_l)]+lB(I)I*{H(I)]+lC(L)J*(H(I+1)]+lG(1)I*[H(NDIM)J =(p(n)) o)

la derniére ligne s'écrivant :

NDIM

Y JE@) X gEig] = (D(NDIM)) (11)

I=1 )
La résolution est effectuée par un algorithme de substitution

dérivé de 1l'algorithme de THCMAS {23}. Dans un premier temps, la matrice
10

01

et les coefficients [a! |Y1 et (8§) sont donnés par les relations de

substitution :
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la(n)| IG(I)l*(IB(I)l—iA(I)l*[a(l—l)[)'l
lv(n)| = {]6(D) |=|ACD) |%]v(1-1) | )% (|BCT) | -]A(D) |#]a(1-1) |)
(6(I))= ((D(I))-]a(D) |*(6(I-1)))%(|B(I) |-(A(D) ) #|a(T-1) |) 1

-1

(12)

La deuxiéme ligne est elle-méme réduite par une relation de substitution.

leCX)| = |ECD) |~]|e(X-1) |*#|a(1-1)]

\

NDIM~1 ‘
|e(vpIM) | = |E(NDIM)| - ] [e(T) |#(8(1)) (13)
=1
ND IM-1
(§(NDIM)) = (D(NDIM)) - ¥ le(T) |*(86(1))

I=1

->
Dans un second temps le vecteur X est calculé par résolution

de la matrice en commengant par la derniére ligne et en-remoantant. Les
termes non linéaires sont résolus pour chaque profil avaﬁt de calculer
le suivant en itérant jusqu'é convcrgence. Une sous-relaxation est

nécessaire au moins pour les profils décollés et la valeur relaxée du

vecteur X & l'itération k est donnéde par

2k 2k-
= 4+ q-wx?

Le coefficient de relaxation est choisi égal 3 0.5 ce qui cor-
respond 3 une optimisation pour l'intégration d'une couche limite compor-—
tant des profils décollés, La valeur de w peut &tre prise &gale 3 0.8 ou
0.9 si la couche limite est complétement attachés. Le test de convergence

est effectué sur les U(l)....U(NDIM) et 1'itération arrétée lorsque

Uk(li—Uk 1(1) <..0001 pour tous les I,
U™ (NDIM) “

Le nombre moyen d'itérations'par profil est de 1'ordre de 25
pour le cas de calcul présenté., Ce nombre doit pouvoir étré nettement
réduit par l'utilisation de mod&les de turbulence ne comportant pas de
termes du genre [%31 ou basés sur t_ ce qui n'est pas sans poser des

problémes lorsque T, ;>0 (ct. II1.5).
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I1I.4. Intégration dans la région décollée

En 1'absence de décollement 1'intégration de la couche limite
dont les &quations sont de type parabolique s'effectue dans le sens de x
croissant, le résultat &tant entiérement fonction des valeurs initiales
et des condions aux limites. Le caractére paraholique en +x est perdu

"

- : du h .
dans le décollement car les termes pu Ei'et nu %;-changent de signe ce
qui autorise une influence de 1'aval vers 1'amont. Les équations sont
encore de type parabolique dans les régions décollées mais dans le sens

des x décroissants.

Trois solutions sont possibles pour traiter cette influence
de 1'aval vers 1l'amont :
1/ 1'approximation propbsée par Flugge Lotz et Reyhner
2/ le changement du sens d'intégration dans la région décollée
3/ les balayages successifs de toute la couche limite en modifiaunt les

molécules de différences finies dans les régions décollées
a) Approximation de Fliugge Lotz et Reyhner IZl}

Cette approximation consiste simplement & négliger les termes
convectifs en x lorsque la vitesse longitudinale devient négative. Ceci
permet de préserver le caractére parabolique en +x et d'intégrer la couche

limite en un seul balayage en x. Les termes
’ u : h .
pu ~§-et pu 7= sont transformés en

p(EilPl) du

dx

p(Ei%HL) dh

9x

(14)

qui s'annulent donc lorsque u<0. Cette méthode trés utile pour initiali-
ser une distribution de vitesse dans la couche limite ou pour calculer de
faibles décollementg/pose néanmoins des probliémes de convergence pour de
forts décollements. Elle n'a de plus qu'un caractére approximatif, assez
raisonnable en écoulement laminaire ol les vitesses de retour scnt faibles,
beaucoup ﬁlus contestable en turbulent ol des vitesses de retour de nO .2 Ue

sont rencontrées.
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b) Changement du sens d'intégration dans la région décolige

La solution adoptée par CEBECI {24} d'intégrer 1'extérieur du bul-
be de l'amont vers l'aval et le bulbe de 1'aval vers l'amont et d'itérer
jusqu'a convergence du champ global est certainement la plus efficace sur
le plan du temps de calcul. Cependant 1'algorithme est relativement
complexe. De pius dans un calcul couplé couche limite/fluide parfait, des
itérations de couplage sont imposées et cette propriété peut 8tre utilisée

pour converger 4 la fois le bulbe de décollement et la solution couplée.
¢) Balayages successifs amont-aval

L'influence de 1'aval vers 1'amont est dans ce cas rendue

possible par la modification du type de différenciation ("Backward" si
du a2h

— . Poi
Y et ™ our

stabiliser la frontiére u(x,y) = O une différenciation centrée est appli-

u(x,y)>0| "forward' si u(x,y)<0) des dérivées parcielleQ

quée lorsque 1u(x,y)L<um. La remontée des perturbations de 1l'aval vers
1'amont n'cxciéde pas alors 2 mailles par iteration pour un schéma lu

second ordre et un nombre d'itérations important doit &tre effectué (l'or-
dre de grandeur est donné par le nombre de profils décollés). Cet inconvé-
nient par rapport 3 la deuxidme méthode n'est pas critique lorsque des
itérations de couplage sont @ envisager. Le mode de différenciation adopté

est le suivant :

du _ F+1 3u F-1 3u

ax ~ 2 8x|b ' 2 ox|f (15)
avec .

dul  _ 30(J,I)-4Uu(J-1,1)+U(J-2,1)

ax|b 24x

dul _ =3U(K,I)+4U(J+1,1)-U(J+2,1)

ax!| £ 24%
la fonction F assurant le mélange amont aval étant définie par :

u(J,I) CJue, D
F(J,I) = 2 * (1- 2
, 1) TEDT (1~exp ( ™ )) (16)

La vitesse de référence u, est égale 2 :

u_ = .02%u
m e



Une transition '"douce'" entre les deux modes de différenciation
évite une oscillation de la ligne u(x,y) = O au cours des itérations de
convergence des termes non lindaires., La vitesse de référence est choisie

suffisamment petite pour &éviter de prendre en compte des dérivées aval

"pour des profils bien attachés.

I1I1.5. Modéle de turbulence

Le mod7:le algébrique de turbulence est un modé&le a deux couches

classiques. Les termes € et ® apparaissant dans 7b et c sont donnés par :

e =1+ ﬁ
(17)
E=1+§*-_P.£ .
U Prt

ol € désigne la viscosité turbulente, le nombre de Prandtl est pris égal

d 0.725 et le rapport au nombre de Prandtl turbulent est de Pr/Prt = 0.80,.
Le modéle externe €, est donné par :

*

€, = .0168 ue*Gi

(18)

6? est 1'épaisseur de déplacement incompressible comptée 3 partir de l'or-

donnée y ol la vitesse s'annule dans le cas d'un profil décollé
Y

s¥ = fye(l - %) ay (19)

y(u=0) e
lL.a fonction d'intermittence y est représentée par
-1 : A . .
vy = (1+5.5(y/8)®) 6 étant 1'épaisseur de couche limite 2 0.99 u .
Contrairement aux calculs effectués avec les équations de Navier-Stokes
complétes ol la vitesse varie i 1'extérieur.de la couche limite {7} et
oti des chocs prennent naissance au voisinage de y = 8, la frontiére § est
bien définie,
Le modéle interne est de type longueur de mélange
= g2 |du
€ L |dy
avec £ = 0.4 y D

ot D est le facteur d'amortissement de Van Driest donné par 1l'expression

D = l—e-y/ys Yo = épaisseur de la sous couche "laminaire"
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y = 26y
s r-w———r
X
T(»
Le modéle de turbulence ainsi défini n'a pas fait l'objet de tentative

d'optimisation. Il est qualifié de modéle "d'équilibre" suivant la

terminologie de SHANG et HANKEY et de MAC CORMACK {6, 7}.

ALGORITHME DE COUPLAGE

IV. Calcul de 1‘écoulement externe

Bien que le mode de calcul de couche limite soit de type in-
verse, la relation de couplage permet d'utiliser indifféremment une méthode
directe ou inverse pour le calcul de 1'écoulement externe. Il est prévu
de coupler le présent calcul de couche limite 3 un calecul externe en mé-
thode des caractéristiques. On utilise actuellement une relation
pression déviation donnée par : }

P = P_(1+A0+B02+C67) (22)

ot 6 est 1l'angle de 1'Ecoulement externe prolongé en paroi et déduit de

la relation de couplage (17) :

% %
_ RV _ dé’ 8 d
o =x0 %0 = &x *Rmo ax W0
sort ast &% dreug
B = o= + —— (23)
dx p u dx
e e

[
a9
[
[~
%
o1

B=—2 - | (24)

¢ =2 y(5H? w2 AT

.IV.2., Méthode de couplage

L'algorithme de couplage a pour fonction de permettre de cal~
culer la distribution de pression qui satisfait simultanément les équations
de la couche limite et celles-de 1'dcoulement externe, les deux Ecoulements

étant reliés par la relation de counlave (17).



De nombreuses procédures existent mais les méthodes paraissent
assez laborieuses. Bien que la couche limite soit de nature parabolique
et que dans le cas d'un &coulement externe swpersonique les équations

d'Euler soient hyperboliques, le probléme couplé nécessite une condition

a4 la limite aval pour &tre correctement posé {9, 13}. Cette constatation

rappelle le caractére initialement elliptique decs Equations de Navier-
Stokes. Le couplage entre les deux régions externe et interne autorise
en effet la remontée de 1'information ce qui implique 1'existence d'une

condition & la limite aval pour fermer complétement le probléme.

L'algorithme proposé far VERLE et VATSA {4} qui prend automa-
tiquement en compte cette condition aval par 1'intermédiaire de 1'équation
de quantité de mouvement &crite d la paroi constitue une amélioration sen-
sible par rapport aux méthodes de'"tir" précédemment utilisées. La méthode
parait mal adaptée au calcul de couches limites décollées (calcul direct
de la couche limite) et son application & une couche limite supercritique
avec couplage en 6* a jeté un doute sur la validité des méthodes de couche

limite en interactien {5}.

La présente méthode comme celle de WERLE et VATSA traite impli-
citement la condition 3 la limite aval et optimise le nombre d'itérations
de couplage. Elle est applicable aux calculs directs ou inverses, et est

présentée ici sous la formulation'mixte' (CL inverse, ext direct).

Soit k 1l'indice d'iteration de couplage. Une estimation du
gradient de pression en un point dans la couche limite & 1'iteration k+l

en fonction de 1'angle 6 de couplage peut &tre fournie par la relation :

k
grad pk+1 = grad pk + E_EEEQER (9k+1-6k) (25)

96
a . s : . . k+1 . ., k+1
De la méme maniére on peut relier la pression externe p a 1'angle ©

en linéarisant la relation pression/déviation (22).

k¢l _ _k k+l_ k

P =P + Ap_(8 ) (26)

Les angles 6 ainsi que les gradients de pression dans la couche limite
étant calculés entre les mailles (dérivation en deux points) la pression
externe p doit elle méme 8tre définie & la demi-maille soit

p** L5y ep¥t (341
2

Pk+1(J 4 %) = etC....
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Les distributions de pression externes et internes devant &tre identiques
. . . PP k+1 k+1

a 1'itération k+l, on doit donc vérifier p "(J) = p ~(J).

Les relations (25) et (26) peuvent &tre combinées en éliminant § ce qui

donne sous forme -discrétisée .:

Pt @y -p -1 - R @ - 1) _ e ey - PRy ey

3 grad p 2 AP_
Ax % 36 Kk

ou en notant S le rapport

Ax # o grad p
S = 36 k : (27)
2 AP°°

la précédente relation s'écrit :
k k k, ' k k ’
-S)~ J)- J-1 2%Sk P (J)+p (J-1
pK*lg1y = P(D*(1-5) (p8£1> p (J-1))+2%8% (7 (1) +p"(I-1)) (28)

. . = . . k+1 . .
Cette relation pcrmet d'estimer & la maille J-1 la pression p qui doit

satisfaire les &quations de couche limite et de 1l'écoulement extérieur,

-~

Sachant que de plus on impose que la pressjion aval soit égale 3 une cer-
taine valeur P_, la relation (28) intégrée de 1'aval vers 1'amont fournit

une nouvelle distribution de pression pk+1(J=1...JMAX).

Dans le présent calcul la couche limite est calculée en méthode

. . k+ . .
inverse et donc, connaissant P 1(J),11 est facile de recalculer

6k+1 d partir.d'une des relations (25) ou (26) . La nouvelle distribution
de p_u ¥ est redéfinie par l'intégration de 1l'amont vers l'aval de la
distribution 6k+1
w8 ) = pu 6% 0x ) + Jx 8 (x)dx (29)
e e ee o
X, '

Le profil initial est perturbé sa pression devant €tre égale & pk+1(1)

mais le produit peued* est maintenu constant. On retrouve ainsi la solution
de faible interaction, dans la mesure ol la forme du profil initial est
compatible avec cette solution. En tout &tat de cause un profil de type

plaque plane fournit une bonne approximation.

La présente méthode se révéle extrémement rapide pour les

‘interactions ne conduisant pas au décollement de la couche limite (15 &

20 itérations) (fig.7). Une sous relaxation est nécessaire pour des calculs



~limite, soit en méthode inverse de oeueé* de x = X1 ix =X, :

- incluant des décollements du fait d'une part de la non linéarité des

courbes peueé*/p au voisinage du décollement (fig.4) et d'autre part
parce que le bulbe de décollement est intégré par des balayages successifs

et que donc les distributions de peued* ne doivent pas varier trop d'une

"itération A 1'autre. Le nombre d'itération nécessaire est alors de 30 i 40.

- ¢ grad p

IV.3. Calcul de la dérivée § 56

La linéarisation de la relation du comportement local de la

couche limite utilisée pour l'acgélération de la convergence de la méthode

de couplage nécessite la connaissance du terme S(x) = T

tion 28 ).

Notons que pour une couche limite de caractére strictement
parabolique (attachée) la solution en un point donné x = Xj dépend, outre

des conditions initiales, de la distribution cn x de la conditior & la

J
p(X) = (peuea*(xL), L=y s n o (30)

L'optimisation idéale du processus itératif de couplage imposerait la

connaissance des dérivées (Jacobien)

dpJ :
pour L =1, ...., J : (31)

dpéueai A
ce qui conduirait au calcul de J2 termes. La linéarisation de la relation
grad p(J)/e(J) revient donc & ne considérer que les deux diagonales princi-
pales de la relation (31).'Si k est 1'indice de 1'itération de couplage

la pression en J 3 l'itération k+l est estimée par :
k+ "R+ ' + k :
Py = P+ sty 0" ) 0N (32)

On observe pratiquement que la convergence est assurée sans
relaxation sur la distribution de €(J) donc de peued*(J) lorsque la couche
limite est attachde. Par contre lorsque le décollement se produit la
dérivée S(J) change de signe dans les régions décollées et une sous relaxa-
tion parait alors nécessaire. On doit en plus considérer que 1'influence
de 1'aval sur 1l'amont remet, au moins en théorie, la validité de la rela-
tion (31) en cause puisque la pression en J dépend alors aussi de la

distribution de peueé*(XL) pour L>J.
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Cependant pour lc cas du calcul présenté en (V) les dérivées
grad p (Xj) et 6(Xj) ont &té évalu€es en négligeant les points en aval,
it
> pXp) - p(X;_)
grad py_1/9 = A%

_ # _ * g

La méthode la plus directe pour obtenir la dérivée d grad p/de6
consistz 3 faire deux calculs successifs au point XJ en perturbant la valeur
de peued* au point J. Cette méthode nécessite alors deux calculs de couche

limite par iteration de couplage.

L'étude de la relation de comportement (III.2) a montré que le
terme de sensibilité S (pente de la normale & la courbe peueﬁ*/p) changeait
de signe lors du décollement. Il est alors intéressant de relier S au Cs

pour Aviter le double calcul de couche limite
s ()= c5 () (33)

Le coefficient de proportionnalité est calculé en divers points
du champ par un double calcul de la couche limite comme indiqué précédem~
ment et la relation (33) fournit une bonne approximation pour les autres

points.

RESULTATS ET D1SCUSSIONS

V.1l. Résultats

Le calcul présenté est relatif au cas expérimental étudié par
LAW {10} et qui a servi de standard pour divers calculs d'interaction soit
en méthode de couche limite {5, 22} soit par résolution des équations de
Navier-Stokes {6, 7}. Le'mzillage utilisé est de 60%x60, le pas en x est

constant, le pas en y variable avec un coefficient d'expansion de K = 1.120 :
AY(I+1) = K#AY(I)

. La question du maillage au voisinage de la charniére n'a pas
€té abordée. Le calcul est effectué sur paroi plane, la déviation inter-
vient simplement au niveau de 1‘'@coulement externe, c'est-a-dire que le

cas de calcul est relatif a 1'intevaction par choc incident et non pas



par déviation de la paroi. L'équivalence entre les deux modes de compa-
raison est bien établie en laminaire car 1'interaction s'&tend sur un
domaine relativement grand par rapport i3 1l'@paisseur de couche limite et
donc par rapport 4 la maille en X. Dans le cas présent 1'équivalence n'est
pas assurée, comme en témoigne le calcul de SHANG et HANKEY {27} effectué

pour les deux modes de compression.

Les données du calcul sont M_ = 2.96, le nombre de Reynolds &
la charniére de R, = 107, le nombre de Prandtl Py = 0,725. Le domaine de

calcul s'étend de X /X =0,88 3 X /X = 1,124 et Y /X = 0,07,
o' e max’ “c max' "¢ -

La viscosité dynamique est approximée par une loi en puissance :
Ewr: (%.;)0 76 | | (309

Les deux profils initiaux sont donnés par.un calcul de couche
limite direct {25}, Le calcul d'interaction est initialis& par une pre-
miére itération effectuée en méthode directe a gradient de pression nul.
L.a pression imposée dans les itérations de couplage est imposée en szmax
et €gale 3 la pression 3 1l'infini aval fournie par la relation (22). Compte
tenu de la sous relaxation appliquée dans la relation de couplage la pres{
sion infini aval n'est atteinte qu'au bout de 7 itérations. La valeur imposée.
est ensuite dépassée puis converge lentement (fig.8). L'é@volution de p et du Cg
avec le nombre d'itérations est présentée sur la figure suivante (fig.9).
La preséion pariétale:finale est présentée sur la figure 10 en comparaison
avec les résultats expérimentaux et ceux obtenus par divers auteurs {5,6,7}.

Le Cs final est présenté figure 11.

Le temps de calcul nécessaire pour obtenir une convergence de
0,5% sur la pression finale est de 12 minutes sur IBM 370/168 ce qui cor=-

respond & 40 itérations de couplage environ.

V.2. Discussion

L'observation des résultats que ce soit la pression pariétale
ou le Cs (fig. 10, 11) montre des écarts importants entre les divers résul-
tats obtenus. L'approximation de couche limite, dont la validité semblait

douteuse 3 la suite des travaux de WERLE et BERTKE, ne semble pas devoir
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etre remise en cause. Il semble que dans le cas cité l'algorithme de cou-
plage (méthode directe/couplage en 6*) soit plus vraisemblablement 3 1'ori-

gine du résultat trés.décevant.

Le modéle de turbulence employé dans le présent calcul se

rapproche trés nettement de celui de HUNG et MAC CORMACK, la Jdifférence se

situant au nivecau du modéle interne ;

02(3Y :
pz'lay présent calcul
1/2
2(duy2, 2uy2
pL [(ay) + (5)°) HUNG et MAC CORMACK {7}

Cette différence semble assez mineure et les différences entre
les calcul de HUNG et MAC CORMACK et le présent calcul peuvent avoir plu-

sieurs origines :

1) 1la cause la plus probable est lige 3 la résolution numérique faite sur
paroi plane, c'est-d-dire que le cas traité est celui de 1l'intéraction
par choc incident. Le calcul comparatif d'une intéraction par choc in-
cident et par déviation de la paroi {27} montre que dans le premier cas
la distribution de pression pariétale est décalée vers l'amont, ce qui
correspond bien au résultat, et que le minimum du C¢ avant le recolle-

ment est lui moins prononcé ce qui est également observé.

On peut aussi citer :

2) des questions relatives au maillage (60 pas en y dans le présent calcul,
31 seulement dans le calcul de HUNG et MAC CORMACK pour la couche dissi~

pative et une part de 1'&coulement non visqueux).

3) La définition des grandeurs telle que u.,la valeur a la frontiére de la
couche limite, en méthode de Navier-Stokes, (SHANG et HANKEY utilisent

U qui semble se situer en dehors de la couche limite)

4) L'approximation dp/dy = O de couche limite

L'obtention des résultats présentés est assez récente et il
n'a pas encore été effectué de tests comparatifs en particulier 1'évalua-

tion des termes négligés dans l'équation de quantité de mouvement normale
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d la paroi. Ces controles ainsi qu'un effort sur la modélisation des termes
turbulents seront entrepris ultérieurement. La rapidité du calcul autorise
en effet une &tude plus systématique des modé&les de turbulence dont 1'impor-

tance est évidente pour le traitement des &coulements décollés.

CONCLUSION

_ Une méthode de calcul de 1'intéracticn onde de choc/couche
limite a été développée. Elle utilise le conéept de couche limite formulée
en méthode inverse, la condition & la limite imposée est le produit peues*.
Cette condition limite semble constituer le meilleur choix, malgré la rela-
tive complexité qu'elle entrailne au niveau de 1'intégration de 1la couche
limite, car d'une part le couplage.conserve un caractére subcritique & des
nombres de Mach élevés en écoulement turbulent, et d'autre part l'existence
et 1'unicité de la relation paraft assurée dans les régions de forts gra-

dients, décollement inclus.

L'algorithme de couplage basé sur le comportement local de 1la
couche limite prend implicitement en compte une condition imposée i 1'ava1;
pour le probléme couplé. Les durées de calcul sont extrémement compétitives,
par rapport i une résolution des équations de Navier-Stokes compl&tes ce qui

autorise l'emploi d'un maillage serré (60x60) sur un mini-calculateur.

Des divergences apparaissent par rapport aux méthodes exactes (NS)
mais il n'est pas possible d'en tirer de conclusion définitive, le mode de
production de 1'int&raction OC/CL n'&tant pas le méme (choc incident/dévia-

tion de la paroi).

Plusieurs applications sont prévues ou en cours actuellement.
En premier lieu le raccordement 3 une méthode exacte de 1'&coulement externe
(caractéristiques). Une extension & des &coulements tridimensionnels est &ga-
lement prévue. Enfin un gros effort doit @tre consenti envers la modélisation
de la turbulence dont 1'importance parait primordiale pour une prévision

"yaisonnable" de 1'écoulement.

v —— - -

——— - ——— s 4t it S e e . s ey G g S Bt S o S i S e P

Ce travail a été soutenu par la Direction des Recherches, Etudes Techniques

sous le contrat n° 78/240.
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